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Memoir on a New Theory of Symmetric Functions. 


By Captain P. A. MacManon, R. A., Woolwich, England. 





In a communication recently made to the London Mathematical Society, I 
have sketched out an extension of the algebra of the theory of symmetrical 
functions and have established the bases of a wide development. 

For the sake of unity, as well as for the convenience of the readers of this 
journal, I repeat some definitions and preliminary theorems which are of great 
moment to the due comprehension of what follows. 

The main object of this memoir is to show clearly the proper place of the 
“Symmetric Function Tables” as studied by Hirsch, Cayley, Durfee and other 
mathematicians in Europe and America, in the algebra of such functions; to 
point out that the fact of their existence depends upon a wide theorem of 
algebraic reciprocity which leads to an equally wide theorem of algebraic 
expressibility, and that they are a particular case, and not the most important 
case from the point of view of application, of a system of such tables. 

I indicate an application to the general theory of binary forms, which as 
regards ground forms and syzygies is of considerable promise. 

It has been usual to discuss and develop the theory by reference to the 
weight of the involved symmetric functions; tables have thus been constructed 
of weights 1, 2,3,...., and laws and formulae appertaining thereto have 
been evolved; some of these laws and formulae are in regard to an arbitrary 
weight, but so far as my knowledge extends no attempt has hitherto been made 
to develop the theory from a more general standpoint. 

In what follows, I regard the whole theory as arising from the discussion 
of an arbitrary partition of an arbitrary weight, and bring out the ordinary 
theory as the particular case corresponding to that partition of w (the arbitrary 


weight) which is composed of w units. 
1 
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The relation of the ordinary to the present inclusive theory will become 
clear as the investigation proceeds, and it will in particular be interesting to note 
those theorems which are perfectly general for every partition, and those which 
are peculiar to single partitions. 


Definitions. 


A number is partitioned into parts by writing down a set of positive num- 
bers which result in the number when added together; each of the constituent 
numbers is a part of the partition, and the parts are usually written in descend- 
ing order from left to right and enclosed in a bracket ( ). 

A partition is separated into separates by writing down a set of partitions, 
each separate partition in its own brackets, from left to right, so that when all 
the parts of these partitions are assembled in a single bracket, the partition 
which is separated is reproduced. Thus of a partition 


(Pi1P2PsPsPs) 
separations are (PiP2)(PsPs)( Ps); 
(71P2Ps) (PsPs) + 


Professor Sylvester has termed a number, qua its partitions, the partible 
number; so here we may term a partition, qué its separations, the separable 
partition. It is convenient to order the separates of a separation from left to 
right, in descending order as regards weight. 

If the successive weights of the separates be 


sh an 
I speak of a separation of species partition 
(wwe... .)- 
The sum of the highest parts of the several separates I further call the ‘“‘ degree” 
of the separation. The characteristics of a separation are 
(i) the weight, 
(ii) the separable partition, 
(iii) the species partition, 
(iv) the degree; 
to which may be added 


(v) the multiplicity, 

















a oe 
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where, if the separation be 
ee a | aes 
the multiplicity is defined by the succession of indices 
JiJ2J3 +++ 
Theorem of Leciprocity. 


Partitions being symholicai representations of symmetric functions, let 


ay = (1) 
7 - (1) af, 
3 = ( elt 2 dae oe 


a“ (4) + ) at + diss )ag t+ ai agri + (1*) xf 


6s ee @¢ ¢@ € @ 8 € © € @ 6 6. € € 4 6. e oo @<@>e@ @€ €@4 € 


a = 3 (mayinyety:.... « .) Cate, «oe; 


the summation being in regard to every partition 
(mym,m3... «) 
of the number m. 
Form the product me AAS s. 
and observe that, on performing the scmidiesliin the coefficient of the « term 
Ue Meee a ews 
is a sum of compound symmetric functions, each of which, to a numerical factor 
prés, is represented symbolically by a separation of the partition 
(sf $5783". 2 mY 
and further, that each such separation has a species partition 
fy oe’ m 
Liasiaien XpApXp....= \> Pateyes 5 


Dy Pe 


P, being a sum of compound symmetric functions, can be expanded in a sum of 
monomial symmetric functions. Thus, suppose 


Pr S 0 (Apabay....), 
we may write 


_ 
r % rt, Yr ania 1,9 199 ls ans 
Pie > ) > 6 (Ababa... .) ott... 


I have established, in a practically instantaneous manner (loc, cit.), by consider- 
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ing a certain restricted distribution of objects amongst parcels, that in this result 
the coefficient 6 remains unaltered if we interchange the species partition 


(pi'py7p3® ... .) 
and the partition (APAPAR ....); 
so that we have also 


BXEXE = DD O(prpppp .. .)atianat 55 


in other words, the theorem of reciprocity states that the coefficient of 
(APASAD . .. .)apagee.... 
in the development of Pts. tes. ae 
is equal to the coefficient of 
(PI'pe ps + + » -) weragirgs « « 
in the development of Fh i 
Observe that the Cayley-Betti law of symmetry connected with ordinary tables 
of symmetric functions is obtained from this theorem by merely attending to 
the powers of a. 


Formation of New Tables. 
Writing as before 


PLP. 6). i => a 


P=) 6 (abaya) 


P is an aggregate of separations of 

(s{'sg753*. . . «) 
of species partition (pips pe... .). 
Of any separable partition (sfrsf2ss*. .. .) 


there is a definite number of species partitions, which is in general less than 
the number of separations. Forming a product 


Agen 2 


—r 
for each such species partition, we get an equal number of expressions P, each 
of which is an aggregate of separations of the corresponding species ; on expand- 
ing all these expressions P in a series of monomials, we obtain a certain number 


of different symmetric functions 
(ayayay....), 
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each of which, by the law of reciprocity, is a species partition of the separable 
partition (spagrag? . ... <); 
hence if there be altogether / species partitions of the separable partition 
(sf'95295?... «), 
the development of the corresponding / products 
PETES 00: 
will, through the & expressions P, lead to precisely & different monomial sym- 
metric functions (ABABAP. .. -) 
symbolized by identically the same partitions as the species partitions; hence we 
see directly that, given a separable partition 
(s{'s§8g?.. +); 
the species partitions ( pipyps*. . « «) t 
are, in some order, the same as the partitions 
(ADAPAR....), 


and that writing the expressions 
FP 


in any order vertically and the corresponding species partitions in the same 
order from left to right, we are able to express the separations 


F 


in terms of monomial symmetric functions by means of a table possessing the 
same row and column symmetry as given by the Cayley-Betti law in the par- 
ticular case of existing tables. 

Theorem: Of a separable partition 


(sf1ag7a5* . . « «) 
the separations P 


are expressible by means of monomial symmetric functions, symbolized by 
partitions which are identical with the species partitions, and a symmetrical 
table may be thus formed. 
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By solving a set of simultaneous linear equations, we may now express the 
monomial symmetric functions which are symbolized by the species partitions of 
the separations of (sf'eg*s7? . . . «) 
in terms of the separations P 
which arise from the X-products. 

We must also thus get a table possessing the same law of symmetry, as may 
be easily gathered from the elementary properties of determinants. 

Theorem: The monomial symmetric functions, symbolized by the species 
partitions of the separations of . 
(sf'sg2s5?. . . .) 
are expressible in terms of compound symmetric functions, symbolized by the 


separations P 
which arise from the X-products corresponding to the several species partitions, 
and a table thus formed will possess row and column symmetry. 

This last theorem is in fact a law of algebraic expressibility which may be 


further enunciated as follows: 
Theorem of expressibility : If a symmetric function be symbolized by 


(Aur...) 
and (A,A,A3....) be any partition of A, 
(Uiflelts....) “ m fy 
(174%91' ee .) * = ” V, 

the symmetric function (Auy ....) 


is expressible by means of separations of 
(AyA2A3 ce ee Uyllollg oo - 6 VIVQVg oe « a 


In the ordinary theory, we have the particular case that every symmetric func- 
tion whatever is expressible by means of the elementary symmetric functions 
(that is, by the coefficients of the equation, the symmetric functions of whose roots 
we are considering); observe that these coefficients have partitions composed 
wholly of units, and that the theorem necessarily arises because every member 
_is expressible as a sum of units; the theorem in this case is also one of reduci- 
bility, but in general expressibility is not coincident with reducibility, as will 


appear later on. 
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I now proceed to show the practical method of constructing symmetrical 
symmetric function tables corresponding to any partition of any number. For 
clearness I will take a simple case, viz the partition 


a1" 
of the number 5. 


We are concerned with symmetric functions of weight 5. Write down the 
separations of 21°, viz: 
(21°) of species partition (5), 
(ary) « “ (41), 
ype 6 « (32), 
(15)(2) 


(21y(ayp« “ (gH), 
(2y(aey(1) ~ (2) 
(ay ~“ (ay 


To each of these separations must be attached the numerical coefficient which 
arises from the X-product corresponding to the species partition. Thus to find 
the coefficient of the separation 

(2)(1")(1) 
we form the product 


AXGX, = {(2) ay + (1°) ai}? {(1) 2}, 


because (271) is the species partition of 


(2)(1°)(1), 
and pick out the coefficient of 
(2)(1?)(1) ayer} 
in its development. Since 
AGA... AMPA jee +s. 
the required coefficient is 2. 


In this manner the proper coefficient of each separation has to be determined, 
and they may then be written down in a vertical column according to the dic- 
tionary, alphabetical or Durfee-order of their species partitions as may seem 


appropriate to the purpose in hand. 
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The species partitions themselves are then written in the same order from 
left to right and the skeleton table then appears in the form : 

















6g8ek & 
@iy| | | 
(212)(1) g = 
(21)(12)- +192) | ae cs 
(21)(1)2 | 
2 (2)(12)(1) | 
(2)(1)° | 


























a table which, when filled in, will express the separations in terms of the mono- 
mial symmetric functions in a symmetrical manner. 

The companion table will express inversely the monomial symmetric func- 
tions in terms of the separations, and will have the skeleton form : 











& 
a 
a: 
<n a a a & 
aS 2s 2 ff a S&S 
°) | 
(41) | | 
(2) || | 
ar 
° (271) | | | 
a} | | || 























This example will, I think, make the method in general clear; we can readily 
obtain the coefficient to be used with any particular separation by considering 
the corresponding X-product. Thus, suppose the separation to be 


(y)* (ag) «5» (Dy)? (Dy)... ()"(G)P +e ee 
wherein Gy, Mg, .... are partitions each of weight a, 


or wa db, 





eosertesn ese 68 «© @eee 8 © @wensweeseexn##s © 8s © &€ #8 








MacMauon: Memoir on a New Theory of Symmetric Functions. 9 


then we have to put the numerical coefficient of 
(%)* (ay). « « « (i) (By) = «  - (41)™ (2)”- 
in the development of the product 
A ees erin, ee 


which is (a,-a,+.... ! (A+ he+- ee)! A tr+t....)! vets 





The process just laid down for the formation of symmetrical tables is that which 
would be adopted a priori as a result of the general law of reciprocity; there is, 
however, a practical convenience in modifying the process, in a manner which in 
no way interferes with the symmetrical character of the tables, so as either to 
lessen the magnitude of the table numbers or to get rid of fractions. 

In the tables which express the separations in terms of the monomials, no 
fractions can possibly occur, but the numbers may be reduced in magnitude by 
a modification now to be explained. 

In the table which expresses the separations of (21°), the skeleton of which 
is given above, the symmetry will remain unchanged if we simultaneously write 


(2)(1°)(1) for 2(2)(1*)(1) 
2 (2°71) for (2°71) 
in the horizontal row. The effect of this is to diminish the numbers without intro- 
ducing fractions. ‘To see the reason of this, observe that the coefficient of 
(21) 
in the development of every separation is necessarily of the form 
0 mod 2 
(vide Cayley, Amer. Jour. of Math., Vol. VU, p. 59), so that in the original form 
of table, the vertical column headed (271) is necessarily divisible by 2; further, 
the horizontal row 2(2)(1)(1) is obviously simultaneously divisible by 2 also. 
These divisions will be accomplished, as stated above, by simultaneously 
writing (2)(1°)(1) for 2(2)(17)(1) 
and 2 (271) for (271). 
Generally, if in the vertical column any separation occur singly with a coefli- 
cient p, the coefficient of the corresponding species partition in the development 
of every separation of the separable partition is of the form 


in the vertical column, and 


0 mod Pp 
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(vide Cayley loc. cit.); we can thus divide the separation row and the corres- 
ponding species partition column simultaneously by p, and this clearly does not 
interfere with the symmetry. Suppose now that we have in the vertical column 
of separations an aggregate of separations of a certain species partition, each 
separation having attached to it its proper coefficient as obtained from the 
X-product ; of these separations, a certain one may be termed the leading sepa- 
ration. To make clear what I mean, I must explain what I wish to be under- 
stood by the “leading term” in the development of a separation. Taking any 


separation, say (51)(432)(1°), 


write down the separates in a column, thus 


51 
432 
11111 

10,5311 


and add up the parts vertically, thus obtaining the monomial 
(10,531°). 
I call this term (10,531’) the leading term in the development of the separation 
(51)(432)(1°), 


and observe particularly that this term, in the development, of necessity occurs 
with a coefficient unity and precedes in dictionary order any other term arising 
in the development. 

On this understanding I call the leading separation of an aggregate of sepa- 
rations of the same species partitions, that separation whose leading term pre- 
cedes in dictionary order the leading terms of all other separations in the 
aggregate. (As to ‘dictionary order,” vide Durfee, Amer. Jour. of Math., Vol. V, 
p-. 349). The rule for modifying the process is to divide the horizontal row and 
corresponding vertical column by the coefficient of the leading separation. 
Observe that we thus obtain each leading term with coefficient unity, in itself 
a considerable advantage. 

The inverse tables are further modified by multiplication throughout by 
some number which will get rid of fractions. 

It will be convenient at this point to have before us the complete tables 


for the first six weights. 





Snatsaneacliea oc 
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Tables of Symmetric Functions. 


WEIGHT 1. PARTITION (1). 
(1) 
(1) | 1 | 


WEIGHT 2. PARTITION (17). 
(2) (17) (17) (1)? 


(12) ta = E 
a?jife} a 4 | 


WEIGHT 2. PARTITION (2), 


(2) 





WEIGHT 3. PARTITION (1°). 

















Sas ais 
(1%) | | 1 (3)| 8 Be 1 
(17)Q) |, 1 | 3 (21) 3 1 
GP bts 6) (t*) 1 | 
WEIGHT 3. PARTITION (21). 
| ioe 
(21) | | 1 (3)| 1) 1 
(2)(1) 4! 1 “a a 





WEIGHT 3. PARTITION (3). 
(3) 
(3)| 1 | 


‘ 
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WEIGHT 4. PARTITION (1°). 






























































ne 
Mel = N ey, 
SERER Seaag 
(14) tl (4)(4) 4/2) 4/4 
(12)(1) | | take (3/4 {1 /2/1] _ 
| =| | 
ay:|_ | |alele! @ylelali/ | 
ayay?| f{alel sii) lala] | | 
ay lifalelsler} ata] | | [ 
WEIGHT 4. PARTITION (212). 
a a “2 = 
~ ~— CQ ~— ~— ~ ~~ ~~ 
; | | —-|— |} 
(212) aR ‘hea (4) | 1 1| re 
(21)(1) | 4 mF (31) | 1 a 
| anes ea 
cana) | | 1 | Er aa) aa | 4 & 
| | 
(2)(1)2/ 1/241 F (217) | 1 | | 








WEIGHT 4. PARTITION (27). 


(4) (2%) sdidcadl 
eo —|_ | 
(27) | | 1 | (4) 2 |1 | 
(2)2 | 1 | 2 | (2?) 1 | 


Ss B 8 

ce —/ | 

(31) 1 (4) {1 | 1 | 
e | 

(8)(1) | 1! 1 (31) | 1 | 


WEIGHT 4. PARTITION (4). 
(4) 
(4) | 1 | 














ae) 
re 
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o(T) 
e(T)(2T) 
(T)e(2T) 
z(T) (eT) 
(21) (eT) 

(T)(+T) 
(cT) 


WEIGHT 5. PARTITION (1°) 

















| 
|) (8) (eT) + (<1) (18) | uD 

















PARTITION (21°). 














WEIGHT 5. 



































e(L)(18) | | * 








(T)(2T8) uD 





(cT8) | | © 

















PARTITION (271). 





WEIGHT 5. 





is 3 bane tmconginceerery BR ig st) Nae Ee: 


(217) (1) 
)(12)(1) 


( 








jer 
| a) oo 
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— + ® 2: 
— — eR 
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WEIGHT 5. PARTITION (317). 


~-_ 
ri 
sH 
— 








(31)? |__ 1 (5) 
(31) (1) — (41) 
(3) (1?) (32) 
(3)(1?) (31?) 





















































WEIGHT 5. PARTITION (82). 


(5) |_ 
(3)(2) (32) | 





WEIGHT 
is 


(41) | 
(4)(1) 





WEIGHT 5. PARTITION (5). 


(5) 


(o) | 1 | 





ten) 
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WEIGHT 6. PARTITION (1°). 


(oT) 
(+18) 
(2128) 
(8) 
(eT) 
(188) 
(< TP) 
(28) 
(&F) 
(Tg) 
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WEIGHT 6. PARTITION (21+) 





(21*) 

(21°)(1) 
(217)(17) + (1*)(2) | 
(21)(1°) 











(217)(1)? 
(21)(1?)(1) + (1°)(2)(1) |, 
(21)(1)° 

(2)(1?)? 

(2)(17)(1)? | 

(2)(1)* 
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(T)2(8) | 

(at)e(8) 1S ‘La nae, 
(1)(e)(1@) 18] | e192] =| alpal (1)(8) | a 

2(1) (28) elie] aly 

(ae) e|ie|be) 2) elie] | (D(18) |=] | 
(21)(28) + (8)(ct@) | Fl) els i | (21)(18) 
(yee) | S| {1 S|12{12] 9) s) | 2S (<t)(8) | 








Gra) [18] 2] 2] elie)igis| = a (D)(ste) | 


oO a 
— far) 











WEIGHT 6. PARTITION (2717). 
WEIGHT 6. PARTITION (2°). 
WEIGHT 6. PARTITION (381°) 


at 
S 
pes 
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WEIGHT 6. PARTITION (821). 


(8) (2)(1) 








(821) | | (6) 
(82) (1) : (51) 
(31)(2) || 1 ; (42) 
(3)(21) |_ ey ow 2 (87) | 


(8) (2)(1) |_1. | 1 | ria EY (321) 












































WEIGHT 6. PARTITION (37). 
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o Oo 
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Nn 
~~ 
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er itis; Sy Lil 
WEIGHT 6. PARTITION (417). 


— 
Sal 
les) 


— 





(6) | 
(51) 


(42) | 


(417) 1) 











WEIGHT 6. PARTITION (42). 











EE 
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WEIGHT 6. PARTITION (51). 


mm 
1 


| (6) 
| (51) 
( 
J | (5) (1) 


WEIGHT 6. PARTITION (6). 
. 
(6)| 1 | 


In these tables I have slightly varied the order of the partitions as I found 
it convenient in different cases; the proper order of the partitions for a table of 
given partitions remains, I think, to be discovered. 

The sums of the powers of the roots may be at once written down in terms 
of the table separations by means of an extension of Waring’s formula which I 
have previously given (loc. eit.), and it is convenient to repeat it here. If 

a 
be any partition of n, and 
(Sie). - - . 


one of its separations, then 


ee .++-—1)! s. 


where it will be observed that any coefficient depends merely upon the multi- 
plicity of the separation which it multiplies, and that the right-hand side is a 
function of the same assemblages of separations as are employed, by rule, in 
the tables. This very important result is a good example of the extent and 
scope of the new theory; the mere existence of so suggestive a formula, of which 
the simplicity vies with the generality, points with a clearness which cannot be 
mistaken, to the conclusion that up to the present the algebraic theory of sym- 
metric functions has been regarded from a point of view so little elevated that 
its chief beauties remained obscured. It is convincing proof that much may be 
expected from a comprehensive survey from the new vantage point. 
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General Remarks upon Syzygies. 


In general the expression of any symmetric function in terms of the table 
separations is unique, but where we are not restricted to these combinations this 
is not so. There are as many table separations as there are species partitions of 
those separations, and in general the whole number of separations exceeds the 
number of corresponding species partitions; this difference indicates the number 
of syzygies which exist between the separations. Thus, turning to the table of 
partition (21*) we observe 10 species partitions and 12 separations pointing to 
12— 10 = 2 syzygies between the separations; the actual forms of the syzygies 
are easily obtained, for consider the product 
we may either express (21°) by means of separations of (1*) or (2) by means of 
separations of (1”); in either way we arrive at the expression of the product by 
means of separations of (21*). Thus 

(21°)(2) = 4(1°)(1) — 4 (1°) §(2) 
= (21%); (1)? — 2 (1°)§ 
leading to the syzygy 
2 (21°)(1") — (21°)(1)? + (1°)(2)(1) — 4 (2)(1") = 0; 


the other syzygy is obtained from the product 


(21)(2)(1) 
and is found to be 
2(21)(1°)(1) — 8 (1°)(2)(1) — (21)(1P° + (2) = 0. 
More conveniently we may regard the first of these syzygies as arising from the 
partition (42), 
for taking the product (4)(2), 


we may simultaneously express (4) in terms of separations of (1*) and (2) in 
terms of separations of (2), ov simultaneously (4) in terms of separations of (21°) 
and (2) in terms of separations of (1’). 

In a similar manner the second syzygy arises from the partition 


(321), 


where observe that the partitions 
(42), 


(321) 





Beh 


pA caer 
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are the only ones containing two different parts besides unity. So, considering 


the separations of (21"—*) 

and MORE os» MEN), 

any one of its species partitions, we see that corresponding thereto there must 
be . s—1 


syzygies, which may be written down according to the method above explained. 
The number of species partitions is the whole number of partitions less one, 
the generating function being 

1 1 


(1—a)(l—a’*)(l—a®).... 1l—z2 





If we write down all the partitions of a number and find that p, partitions 
contain a part 2, p, partitions a part 3, and so on, the number 


Pe + ps + oe ee TP. 


indicates the number of separations of 
(a1); 


the generating function for this number is 


) 


a" 


(1 —2)(1 —a*)(1—a*)....’ 





and hence the generating function for the syzygies between the separations of 


(a *) 
is a ie 1 1 
(1—2)(1—a2*(1—2).... (1—a\(1—2y1—2).... 7m 1— 2’ 
which is i ek i El 
(1— x)(1— a*)(1—a’).... 
or bas ‘ile 
j=2 


(1 — w)(1— a’*)\(1—a*)... 


The syzygies between the separations of other partitions may be worked out in 
a similar manner, though the calculations soon become laborious. 
All these syzygies are linear relations between the separations of parti- 


tions, each syzygy involving only the separations of a single partition. 
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Beyond these there are syzygies connecting separations of different parti- 
tions which are at once seen by comparing the different tables of a given weight. 

As regards any one table which expresses monomial symmetric functions in 
terms of separations of a given partition, any one row exhibits either such 
monomials as reducible qua the separations, or else a congruence between the 
separations of highest degree. 

By a comparison of the expressions of the same monomial symmetric func- 
tion in different tables, syzygies are obtained between separations of different 
partitions ; this circumstance I hope to discuss at some future time when apply- 
ing the present theory to that of the covariants of binary forms. 


Analogue of Newton’s Theorem of the Sums of Powers. 


The general expression of s, in terms of the table separations of any par- 
tition of m was obtained by a comparison with a known particular case ; for the 
proper discussion of the extended theory of symmetric functions brought 
forward here, it is necessary to see how the formula arises in another manner. 
We start with Newton’s theorem for the expression of the sums of the powers 
in terms of the elementary coeflicient, which is usually written as a series of 
relations, viz: 

8, —(1)=0, 

8, — (1) 5s, + 2(1?) = 0, 

4 — (1) » + (1?)5,— 3 (1) = 0, 

8, — (1) 83 + (17) s — (1’)s, + 4 (1) =0, 
enabling the successive calculations of s,, 53, ,,.... These relations are all 
exhibited by the single identity 


(1)2—2(12)a?+3(1%)a®—.... ; 
[eget Fa Hoe 


for, on clearing of fractions and equating coefficients of like powers of x, the 
set of relations is produced. 

Here, it is very important to observe, we can immediately obtain Waring’s 
summation formula for the sums of the powers by expanding the denominator 
of the left-hand side by the multinomial theorem. This fact seems to have 
hitherto escaped the notice of writers upon the subject. This formula thus 
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represents the expression of s, in terms of separations of (1"); the object in 
view is the corresponding formula for any other partition of x. 
We can at once solve the problem for the partitions 
a), Cn Ce os oe A Pe anes 
for, omitting the first of the series of relations, we may write 
8, — (2) =0, 
83 — (1) s + (21) = 0, 
84 — (1) 53 + (1’) 8, — (21°) =0, 


a series which leads to ” a, 
9) a2 — (2 212 
and now expanding the sinister oat the multinomial theorem we necessarily 
exhibit s, in terms of separations of (21"~*) and arrive at the corresponding 
summation formula. 
Omitting the first of the last set of relations, we may write 
83 — (3) =0, 
S4— (1) 83 + Sag =s:0, 
& — (1) % + (1°)s, — 317= 0, 


@e@ee@ee3eege#beegceeé@#¢¢t@&€¢ 6 € 


and thence 
(3) 2° = a a ened as id P 
and proceeding in a pci manner we — finally 
(A) 2 — _— (21) or Oe ee A+1 ; A+ 2 

1 —(A)a + (12) — (1%) a? +... = 8X + 8, 4.1% + 8, 4.9% ae 
a formula which enables us to exhibit s, by means of separations of (A1"~*). 
Put now 

1—(1)74+(*)e?—()a?+....=(1—aaz)(1 — Bz) (1—ya).... 


and 


\~ y a*ac* 

— x Seas on a . ywA+1 . A+2 

=a 3 a Sy + 8,4.30F + 8,440" ee 
A 1— ax 


" aa A t 1 A+ 2 
A ~ 
) om ) o— 8 wv + 2s x + 38,4 9% ee 
. (1 — ax)’ " mae oe . 


- aa 1 ati 
——— 
>> ‘a—ar> +3,” (m+ 1) 8,440 


+ ss m(m+1)(m + 2)s,, 90°F? +...., 
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we have 


i Di i WE 
A “ ad 1 ae 1—ax (1 — aa)? 
Sa Brar +e (1 — yar)(1 — dx) 
(1— ax)(1 — Bay — ya)(1—da) . . 
(Au)a**"— (Aw1)a*t*t!+ (Al?) htt ee 
1—(1)a + (1?) — (1) a? +.. 
or, taking previous results into account, this identity may be written 
(A) a*— (21) aX +? 4 (A1*) a+? — , » () a a” — (ul) ett + (u1*) at? — 
1—(1)a+(P)e—.... I—(lhat+(2—.. 
Cy) a — (ut) at Qu) aot — 
ut 1— (1)a+()a’—.... 
8g OT D8 ag a tet + Se, ga tet... 
a formula which leads to the expression of s, in terms of separations of 
(Au1”—*—"). Proceeding, we find 


i Dh. Bie Bh Pg. ST deat Dive 


_ Qunyartete — (Aur) artetett (Quy?) gh tety+? — 
I—()et+ We Part. 
which should be compared and contrasted with the ordinary symmetric function 
formula 
































’ 


88,8) — 8,8yu 4» — 88.4 — Sbrgu bt W4 psy = (Aur). 
We are now led to the formula 
(A) a*— (Al) a t24.... (u)a*— (ul) atti +.... (v) x —(r1)a’t!+.... 


1—(1)¢4+(1*) 2?— iii. ... 1—()e+(Pa—.... 
1 (A) a*— (Al) att + .... (ur)at ty — (url) at trti +... 
~ 21—(ljat(V)e—.... 1 (ae Ft (Pe? — 
1 @e— (ul)art hq. + (Av) a**”— (Ar) peel 
~ 2 1—(Iet(Mar—....  1—()at(Pe—.. 


(v) x” —(vl)artt +t... (Au)at te — oe a 

















1—(i)r4 (P)e—.... 1 (a t+ (1) 2 — 
(Aur) ot "*" — (Aur 1) Sati Oe 








1 
2 
1 
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Sina... 
_ Changer??? + 38,4 ppypie iets +1 -+ Misciveae +- eee ey 
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enabling us to express s, in terms of separations of 
<n —A—p— 
os aliaalaiameais C 
From the mode in which these results have been evolved, it is absolutely 


certain, without further demonstration, that the expression 
Distt. «4. <parrrr ee Rs cn BM ie 
1—(i)a+ (Oe —.... 





is given in terms of 


as S >. ; ee >. > a » 
5 9 b] ee ef @ b] 9 b] e*eete 5] . ee @ 
A M v A+h Atv B+ Auf 
by precisely the same law as 
~s (Age... +) 
is given in terms of 

Sry Say Syy sees Srtus Sats Sutvs Says Svtutys ees 
If any number of equalities exist between the numbers 

Ay by Vy cece 

the same modifications nre requisite in both systems of formulae ; accordingly 
both systems are inverted in a similar manner and following the same law; thus 
the formula above written is obtained by a comparison with the formula 


(A)(u)(v) — > (Alu) — 5 AD) — FAW) + A) = Saag 


in this manner is established the identity which for any separable partition is 
the direct analogue of the elementary formula 


1)a — 2(1%)a? + 3(13) 2? —.... 
(1) ( ) ac? + ( ) — = 32 + 32° +527 + ...., 


1—(i)at (1%) a? — (1) aF +... 
and this leads by multinomial expansions to a proof of the summation formula 
which expresses s,, in terms of separations of any partition of n. 


Derivation of Symmetric Functions from the Sums of Powers. 


In the ordinary theory we derive the symmetric functions (Au), (Aur), .. 
from the formulae 
(Au) = 88, — 84) =s (1*) s(1") —s(1°T") * 
(Aur) = 88 ySy — BS yy ev — SuSy a — SYSA4 + 28, +etvs 
=s(1*) s (1") s(1”) — 8 (1’) 5 (1*F”) — 8 (1") 8 (1"**) —8(1’) 8 (1° **) 
+ 2s (iter), 


*¥N. B. s(4u....) denotes the expression of s,+.,4...., by means of separations of (4....). 


4 
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and no difficulty is presented, because the products 


(VP) 6(1"), 
6 (1*) 8(1") s (1”), s(1’) 8(1"F”), 8 (1*) 8 (1"F), 8 (1) 8 (1+), 
are, by direct multiplication, obtained in terms of separations of (1*+"), (1*+"7*”) 
respectively. Had we been concerned with a separate partition composed of 
dissimilar parts, we could not thus have proceeded by direct multiplication ; we 
could indeed have obtained the products in terms of separations, but the process 
would not have been a unique one and we would not have obtained an expression 
involving the tabular assemblages of separations. It is this expression that is 
required. ‘Take the separable partion 
(a1"™); 
supposing it to be possible to express the product 
Sn —p 
in terms of its tabular separations, we have, in the first place, two alternatives 
(in general). We may express s, in terms of separations of (1), and s,_, in 
terms of separations of (A1"~’—*), or vice versa; but neither of the products 
s(P*)eQar-?-"), 
8(A1?—*)s (1"~”) 
are in terms of tabular separations of (A1"~*); we have in fact to take a linear 
function of these products. The investigation is facilitated by proceeding at 
once to the general case. 
Let us then consider the problem of expressing the product 
ee 

by means of tabular separations of the partition 

(me... ..). 
Suppose CT ee a a 
to be any separation of (Gipty....), 
having the species partition 

gen 
the general summation formula gives us 


(Arey... jee... (— eee (Apel... .); 


Ee deme ..< cm dt 
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hence, observing that 


Lhe m+... )+L(h + m+...) +... Suet +. 


peer cet want 


bw 


f we find 

i LO Gm oak Co 7 | 

i ee ae eT on ea F 
ee {oreo} 


A! | aa . " ny My 12 
leseg a le (Aye ee és (Ag ee oe 


Taking the summation for every separation having the species partition 


(ar... : me 
we may write 


> {Steep [etme t ete 








eg Poe oe ae po a Oe 
LatApuy s «pte Ae. 6 PY eos 


oe + (9 cee (I, + I,+....—1)! 
ee y eee 


(Apat? .....-.)Gguyt- -. J... 
Observe that the dexter of this identity agrees with the corresponding portion of 
the expression of s (¢....), for 
Se 


L Dn oe —1 ! 
a 5 (- yet. eae a — ) (Attias? ...)(Abug?...)... + ..., 
44° 4Qee ee 


and that we cannot obtain this agreement unless we take the linear function of 








the s products which appears on the sinister side; but we know that the s product 


_o m 
SS a 


is necessarily expressible by means of tabular separations, because each of the 
monomial forms, which arise on performing the multiplication, is so; hence the 
above linear function of the s products must be a function of tabular separations 
of the partition (GH... =). 

4 We thus arrive at the result: 


(Sate YG te +. = 
Lt ml... \ aa tees 


L +l+. 2 --—I)! , m Mey Ly 
zt. we 1s 8 (Apu ikon - p48 (Aa; "lly ° Rewer ewan 
41° ning oe ¢°eNe.@ 








? Lom 





= VG —D) (Gm) (LF...) 
> ‘ ‘ eti.:, b.° <a eleen 
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where 
(i) the separable partition is (474) , 
(ii) (Avy... .)(Agug?....).... is any separation having the species 


partition (A‘u"....), 

(iii) the summations are in regard to all such separations; the result being 
that the dexter side is a function of tabular separations of (4... .). 

I illustrate the process by the calculation of (42) in terms of separations of 
(2717). We have (42) = 8,5, — 86, 
and 

Fee 8(2)5(1?) +5(21)s (2), | ; | 
ato a ra = 5 8(2)s(1?) + s (21*) s(2) 
2° 3 
{= 2(2?) + (2)*}{—2(1) + (1)? + 5 4(21?) —(21)(1)— (2)(1°)+(2)(1)7} (2), 


= 5 (212) + (2M) — § (2G — 2) + AAS, 
which, since the separations (21°)(2), (2’)(1?) occur with the same coefficient +, 


is, as it should be, a function of tabular separations. 
Hence, extracting the value of s,=s(2°1*) from the tables, we find 
15 (42) = 10 (271°) — 10 (291)(1) + 2§(21°)(2) + (2°)(12)} — 5 (21) 
+ 4(2)(1)? + 8 (21)(2)(1) — 8 (2)°12). 
In this general way we are enabled, as in the ordinary theory, to combine the 
expressions for the sums of the powers so as to obtain the expressions of other 
symmetric functions by means of separations of any selected partition. 

It will be gathered that this process would be very laborious in the case of 
symmetric functions whose partitions contained many parts. This is also the 
case in the ordinary or unitary theory (where by “unitary” it is meant that 
separable partitions composed wholly of parts, unity, are alone considered); it 
will be seen hereafter that this process will, for such forms, be naturally rejected 
in favor of easier methods of calculation. 





Properties of Cocfficients and Groups of Separations. 


The general expression for the sum of the powers in terms of separations 
of any partition has, in regard to the numerical coefficients, a certain interesting 


and important property. 
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If the separable partition be (1”) or (A”"), it is a known theorem that the 
sum of the coefficients is 
(—)"*} 
Now, whenever the separable partition contains dissimilar parts, the sum of all 
the coefficients is invariably zero. This will be established by proving another 
theorem of a much more refined character from which it is immediately dedu- 
cible. The separations of a given partition may be grouped in a manner which 
is independent of their species partitions. For clearness I take as a particular 
case the separable partition 
(A°w’) 
and write down any one of its separations, say 
2 
(A°)(Ate)(u)- 
This separation may be regarded as compounded of the two separations: 
(A*)(A) of (A') 


and (uw)? of (u’); 
and moreover we will find that three other separations possess the same prop- 
erty, viz: (A")(A)(u)’, 

(A )(A)(u), 

(A'u) (Aue); 


for on suppressing the w’s in each we are left with 
(2°)(), 

and on suppressing the 4’s there remains 
(tu). 
(2°)(Aw)(u); 
(A°)(A)(u) 
(A*e)(A)(te) 
(A’u) (Au), 

form a group, each member of which is compounded of the two separations 
(A*)(2), (2)? 

I will call it the group {(A*)(A), (u)’}. 


Consider now the separations of 
(A*u’) 


I say that these four separations 
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as divided into six groups, viz: 
The group {(a)?_—, («)*}, 
‘ 1(A)°, (u’) 5, 
(A)(A), (wt » 
(A)(A), (wt, 
(4°), (u)*f, 
(2°), (wf, 
where, be it observed, there is a group corresponding to every compound of a 
separation of (4°) with a separation of (u’). 
So in general, if the separable partition be 


(Ae «+ =), 


we may take any separations of (A’), (uw), (v")....and form the group which 
is compounded of these separations. If (A’), (w”), (v”).... possess L, M, N.... 
separations* respectively, there will thus be 


IMN.... groups. 


It will be observed that the grouping depends merely upon the multiplici- 
ties /, m,n,.... and not at all upon the parts”, u,v,.... 

I now enunciate the theorem : 

Theorem: ‘In the expression of s, in terms of separations of any partition 
of x, which contains dissimilar parts, the sum of the coefficients of the separa- 


tions in each group is zero.” I subjoin an example: 
3 


5 8 (AM?) = (A) (wu)? — (AP (We?) + (A?)(u)? + (A*)(u?) 
— 2 (Au)(AY(u) + (AW)(a) + (A7W)(w) — (22) 
+5 (Au)? 


wherein the first, second, third, fourth columns of separations constitute the 
groups 

WAYS (Es AY (EDF LA), (ws 1A), (DS 
respectively, and the sum of the coefficients of the separations in each group is 
seen to be zero. 


*Or, what is the same thing, if the numbers 17, m,”.... possess L, WM, N.... partitions 
respectively. 
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To establish this theorem, consider in the first place the identity 
(A) a — (A1) a t+ (Al*) at? — 
“T= Wat Ce — OP bo et at ee 


write the left-hand side in the form 
(2) Ya — (A1) yaar + (A1") Yair, — (AT) nits + +s - 


Dias ay ? 


1— (1) a, + (1*) a, —(1*)a3+.. 


wherein y,, 2; are symbolical representations of 





x and a’ respectively. 


If this expression be developed by the multinomial theorem, we obtain a product 


Yy yractearts oe 6 '@ 


multiplied by a certain symmetric function. This function consists of a number 


of symmetric functions, each of which is a separation of 
(An +224 Stat...) 


and each of which is a member of the group of separations 


H(A), (A)A(PYPYe. 
The complete symmetric function which multiplies 
YrCEUZLG 2 oo 
constitutes those terms in the expression of 


SAU + 2ly+3ly+.... 
which belong to the group of separations 


1), CAPE EY «5 hs 

Putting (A) on (At) = (AP) oe... aed, 

(joe (1) se... <4, 
the left-hand side of the identity reduces to 

Yrs 
hence, in the development by the multinomial theorem, all the other terms must 
vanish ; but under these circumstances the aggregate of those separations which 
occur in any group of separations of a partition containing dissimilar parts, 
becomes the algebraic sum of the numerical coefficients which occur in such 
group; it follows that if s, be expressed by means of separations of 
. (A1"—*) n>” 


the algebraic sum of the coefficients in each group must be zero. 





32 MacMauon: Memoir on a New Theory of Symmetric Functions. 


Next consider the two identities 
(A) ae (Al) x iis Hee - (u) a — (ul)a*ti+.. : (Au) x a (Awl) a 


1—(l)a+(V)a—....° 1—(1)at()2— — 1— (1)@+ (1°) 2? — 
= 84,0 poe ee ee tetl ae wii. eee 
() a —(Al)atti4... is oa — (Ata ti+ .... 
I— (1) a+ (1) 2— — " Y—()at(’)e—.... 
= Bq + 259,450" 41 + Bo, 4 art? 0... 











These may, as regards their left-hand sides, be written symbolically 


(2) Yr — (A1) yoy + (AL?) Yyita =. () Me — (WI) 2,0 + (w1’) 2,02 — 








1 — (1)a, + (1?) a —(1®)az,+....° ified — (n+ 
Ae) Yreu = (AUT) Yreuers ui it yx — (a1) 4 ee ea an 
1—(1)a+ (1) a, — 








t=O) + Pjee— (2+ 
_ 9 (A?) ) Yea — (A? 1) Yorty + (ai dy Yara — 
1—(1)a,+(1’) x — ; 


and herein putting all the symmetric functions equal to unity, we obtain respec- 
tively 7ZeYO, 


and Yr — Yor; 


a. | 


hence, when s, is expressed by means of separations of 
(Aur *~*), 


the algebraic sum of the coefficients in each group of separations is zero, and 
also when s, is expressed by means of separations of 


(A%1"-*) n> 20 


the algebraic sum of the coefficients in each group is zero also. 

This method of proof is perfectly general and leads to the important con- 
clusion that whenever s, is expressed by means of separations of a partition, 
which does not consist merely of repetitions of a single part, the algebraic sum 


of the coefficients in each group is zero. 
In the proof it has been assumed that the algebraic sum of the coefficients 


on the dexter of such relation as 


s (Aur) = (A)(u)(v) — 5 (Au)(v) —-) (Av)(u) — > (ur)(2) + + (Aur), 
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is zero. It is easily seen that this is so, for writing down the relations 


(A) == (A), 
(Au) = 8 (A) s (uw) —s (Ax), 
etc. = ete. 
if we put (A)= (Au) =....= 1, we have 


s(A) =s(u)=1, 
and hence from the second relation 
s(Au) = 0. 
Also the third relation being 
(Aur) = s (A) s(u) s (2) — 5 (Au) s (v) — 8 (Av) s (uw) — 8 (ur) 5 (A) + 2s (Aur), 


putting (Age) == 1, (A) e(g) = 2 (vy) = 1, 
8 (Au) =s (av) =s (ur) =0, 


we find s(Auv) = 0, and so on in general, the expression for s, becomes zero 
when, the separable partition containing dissimilar parts, the separates of the 
separations are each put equal to unity. 

It is noteworthy that this property of the coefficients is not a generalization 
or extension of any known property, but is one which, by its nature, only comes 
into existence with the new theory; there is in fact no corresponding property 
in the ordinary theory, for in that theory the “ group” does not exist as a group, 
but merely as an isolated term without interest. The theorem is of great 
importance as a verification of the coefficients of the separations, as well as for 
ascertaining that no separation has been accidentally omitted. It constitutes an 
example of departure from absolute generality. 

This theory of the group may be easily extended to other symmetric func- 
tions. 

Consider for a moment the expression of (3°) by means of separations of 
(21*). We have 

2 (3°) = 53 — 6, = 8 (21)s (1°) 





s(21‘), 


wherein we know that in both s(21) and s(21*) the algebraic sum of the coefli- 
cients is zero; hence also in (3°) the algebraic sum of all the coefficients must 
vanish ; if, on the dexter side, there had been such a product as 


s(1*) (2), 


or 
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this could not have been the case, because the algebraic sum of the coefficients 
is not zero either in s(1*) or in s(2). This s product does not occur simply 
because the partition (3°) possesses no separation of species partition (42). 

This reasoning is manifestly general, and we are thus led to the important 
theorem : 

Theorem: ‘In the expression of symmetric function 


(pipe... +) 


Gre... .2), 


the algebraic sum of all the coefficients will be zero if the partition 


by means of separations of 


(pipe... .) 

possesses no separations of species partition 
) 

(Tf, Tolp). 


The theorem may be verified from the tables in the cases of 


Separable 
partition. 


(21') for (51), (3°), 

(271°) for (51), (87), 

(31°) for (51), (42), (41°), 
(321) for (51), (42), (3°), 
(41°) for (51), 


Symmetric functions. 


The group coefficient theory obtains also under the saine circumstances ; to 
establish this it will suffice to show that if we take any two sums of powers, say 


s(A°u’) and s(A%xu*), 


multiply out their product and arrange the resulting separations in groups, the 
algebraic sum of the coefficients in each group is zero. In s (A*u‘) there is a 


group (A), (w*)(w)"}; and in s (2'') 
a group [(A*)(A), (we), 


and if we multiply the separations in these two groups together, we will, qua 


the separable partitions (AXu'), 





Likeshaibi isc nose Ray ee 























eee 

















ES 
Bese 


acai Bases 


Siac diene a 





; 


MacManon: Memoir on a New Theory of Symmetric Functions. 35 


obtain separations belonging to the group 
{(A)(A*), (w(t. 


In this batch of separations the algebraic sum of the coefficients is necessarily 
zero; we obtain another batch of separations comprised in the same group by 
multiplication of the groups 


H(A) (A*), (wf and {(A)*, (u)"s, 


and again for this batch of separations the algebraic sum of the coefficients is 
zero. Observe that by thus multiplying certain complete groups of the one 
expression by certain complete groups of the other, we must obtain all the sepa- 
rations of (4%u°) belonging to the group 


((A)"(A"), (uw?) } 


which occur in the product s(A°u') s(a%u’). Hence, if in such product there 
occurs one factor at least of which the separable partition does not consist 
merely of repetitions of a single part, the algebraic sum of the coefficients in 
each group of the product will be zero. We are thus enabled to enunciate as 
follows : 

Theorem: ‘In the expression of symmetric function 


| (pEpP....), 
by means of separations of 


(itp. . + <); 

the algebraic sum of the coefficients in each group will be zero, if the partition 
0 

possesses no separations of species partition 


(Cites Tdha~-<-).” 


Concluding Remarks. 


So far I have merely stood upon the threshold of the theory; the further 
development must be reserved for some future occasion; systems of partial 
differential equations exist analogous to those employed with such marked suc- 
cess by Brioschi, Hammond and others; and until this theory has been properly 
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worked out, it does not seem advisable to enter upon the discussion of the calcu- 
lation of the various tables. 

The theory of those separable partitions which contain no part equal to 
unity is, from another point of view, a theory of the covariants of binary forms ; 
in particular, in such cases the general theorem of algebraic reciprocity becomes 
a remarkable theorem of binary forms which promises to be chiefly of use in 
the discussion of perpetuants. 

The ‘‘theorem of symmetric function expressibility”” becomes a theorem, of 
a fundamental character, of covariant expressibility. 

It is to be hoped that some of these facts may help to forward the alge- 
braical (as distinct from the symbolical) treatment of the theory of invariants ; 
as yet, however, a purely algebraical demonstration of Gordan’s great theorem 
concerning the finality of the ground covariants seems as far distant as ever. 
This theorem has been given by Gordan, in a much simplified form, in a tract 
which appears to be little known; the reference was given to me by Mr. A. R. 
Forsyth of Trinity College, Cambridge, and it may be useful to give it here: 
“Ueber das Formensystem binirer Formen.” Teubner (Leipzig, 1875), 


Royal MILITARY ACADEMY, Woolwich, May 9th, 1888. 
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On the Integrals in Series of Binomial Differential 
Equations. 


By WiuuiAmM Woo.Lsrty JOHNSON. 





1. The term ‘“‘ binomial equation” was applied by Boole to the linear equa- 
tion whose first member consists of two groups of terms, the terms of each 
group being homogeneous. Employing the notation 


d d* 
—_ = ? ___. — 3 
ta 3, whence x 7 3 (3 — 1), ete., 
the binomial equation may be written in the form 


f(s) y— 29 (S) y=, (1) 

where f and ¢ are rational integral functions. 
If the equation is of the second order, one at least of these functions is of 
the second degree, and the other of a degree not higher. Supposing both to be 
of the second degree, the binomial equation of the second order may be written 


(3 — a)(3 — b) y— qa’ (8 —e)(S—d) =X. (2) 


2. In integration by series it has been usual to consider only the case in 
which the second member is zero, in which case the substitution 


@ 
y —_ y A ~a™ + rs 
0 


> A,{(m-+7rs—a)(m+rs — b) a" +" —q (m+rs—c)(m + rs—d) a" t°F3l= 0, 
0 


gives (since Sa‘ = fz‘), 


which is satisfied if A, (m — a)(m — 6) = 0 (3) 
and, when + >0, 
(m + rs —a)(m + rs — b) A,—q (m+ r—1s8—c)(m+r—1s—d) A,_,;=9. (4) 


Equation (3) gives two values of m, and equation (4) determines the ratio 
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between consecutive coefficients. Thus we have in general two independent 
integrals of the form ) A,a*t” and ) B,x®*" respectively. These series are 
0 0 


convergent when «<1, if s is positive, and convergent when 2 >1, if s is nega- 


tive. In like manner, we can obtain two series of the form ) A,a’—"* and 
0 


is) 


eae and these series will be convergent when the former series are 
0 
divergent. 

But if one of the functions fand ¢ is of the first degree, it is necessary to 
take for f(3) that which is of the second degree, and we obtain two integrals 
of the form }A,a2"*” which are always convergent, since by equation (4) the ratio 
A,:A,_, will in this case contain two factors in the denominator which increase 
without limit, and only one such factor in the numerator. We can also obtain one 
series in the form ya"—", but it will be divergent for all values of x. In like 
manner, if the function @ is a mere constant, we have in general two integrals 
in the form of series convergent for all values of 2. 

It is noticeable that the trinomial equation of the second order does not 
thus always admit of integrals in the form of convergent series in a. Thus the 
equation being 

S(S)y + 7o()y + 08x (S)y =0, 
the function @(3) may be the only one of the second degree, and in that case 
we should have only divergent series either in ascending or in descending 
powers of x. 
3. In discussing the binomial equation of the second order we may, with- 


out loss of generality, take gq and s in equation (2) each equal to unity. For if 
wees z= qe’, whence »’ = z 


the equation becomes 


(9 2)(9- tye 20 1)=2 


Taking therefore 
(S$ — a)(S — b)y—a(8—e)(8—d)y=0 
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as the standard form when the second member is zero, the relation between 
consecutive coefficients is, from equation (4), 
hg (6) 
(m + r—a)(m + 7 —b) 
and, writing the complete integral in the form y= A,y, + By,, we have the 
two independent integrals 


waa [1 rs Sa pen ‘i (a —e)(a—e +1)(a—d\a—d +1) ie J 
(7) 


1(a—b +1) 1.2(a—b + 1(a—b 4 2) 
Gnd 2 CH MO— C+ INE— MEA) 9g i 
a3)" 1.2(b—a+1)(6—a+ 2) 
or, in the notation of the hypergeometric series, 
QRavth (a, 8, ¥, 2); 
i= a’ F (a’, 2’, y’; x), 
where a=-a—e, a’ = b—e, 
Ba=a—d, b' =b—d, 
y=a—b+1, ¥y=b—a+l. 
4. If we further transform equation (5) by putting y = xv, we have, since 
J (3) atv = a*f (3 + a)v, 
Ss(S$ +a—b)v—a2(3 +a—c\(s+a—d)v= 
or s($+y—1)v—a(8 + a\(s+P)v=0, 
which is identical with the differential equation of the hypergeometric series as 
derived by Gauss from the properties of the series itself (Werke, Band ITI, 
p. 207). The binomial equation (2) is therefore reduced to Gauss’ equation by 


a 


the transformations z= ga’, y= 2*v. 
If the function @ in equation (1) is of the first degree, say ¢(3) = q(3—e), 


and 





n=ell+7y 


‘ , : av" 
g and s are each reduced to unity by putting « in place of = -, and we have then 
d—d me P 
only to supply the factor - 7 where d is infinite, to make the above general 
solution applicable; this is plainly equivalent to omitting the d-factors in equa- 
tions (7). We have in this case 


. : x 
yy Se ae (a, B, Y; 3 ) 
| 
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where @= «, and & now stands for — . In like manner, when $?(3)=g, we 


omit also the c-factors, and we have 


S xv 
h=a"F (a, By, =. 
qe 
where a= 0, @= om, and 2 stands for 9 


5. If one of the differences a—c, a—d, b—c, b—d is zero or a negative 
integer, y, or 7% becomes a finite series. 

If a= b the two series become identical, and if a and 0 differ by an integer, 
one of the integrals becomes infinite, a zero factor occurring in a denominator. 
We may in this last case assume a to be the greater of the two roots of /, so 
that y >1 and y, is the integral which fails. I have given elsewhere* the 
second integral in the case y$ 1, in the form 





—_ ; =m 1 | 
w=RhEeT ll) i)... -— ep. ee 


where ¢ is the sum of the terms of y, in equation (7) which precede the first 
infinite term (when y= 1, ¢= re and 





ee se Dg ee Es ae Se 
sg ae det (r+) 
: 1 
: neath 2B “i Ee ie SA ee 


a series differing from y, only in that each coefficient is multiplied by a quantity 
which may be called its adjunct, consisting of the sum of the reciprocals of the 
factors in the numerator taken positively and of those in the denominator taken 
negatively. The cases were also considered in which a — 6 is an integer and at 
the same time one of the differences a—c, a—d or b—c, b—d is zero ora 
negative integer. 

In the present paper the same method will be applied to the analogous 
special cases which arise in connection with the particular integral of the equa- 


tion (+ — a)(3 — b) y —a (3 — c)(3 — d) y = ka’, (10) 


and the results will in fact include those previously found concerning the inte- 
grals y, and y, when the second member is zero. 


* The Messenger of Mathematics, Vol. XVI, p. 35, July, 1887. 
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6. Writing the complete integral of equation (10) in the form 
y =A, t+ Biypt Y, 
y, and y, are the series given in equations (7), and putting Y= ) Cru™t", we 


have, instead of equation (3), 
C,(m — a)(m — b) x" =ke?, 





whence m= p, and —— k 
Lr. 
(p—a)(p—6) 
The relation between consecutive coefficients is still given by equation (6) and 
the result is 
——— J [14+ (p—Np—4) __,, 
(p—a)(p— 6) T (p—a+1\(p—b $1) 
vo — 1\(p—d\(p—d+1 
+ GaaF Se So ip owe te OD 

If in the differential equation (10) we put 4=0, the exponent p is arbitrary ; 
the value of Y in general reduces to zero; but, if we suppose p= a or p=), we 
have the product of an indeterminate coefficient into y, or y as given in equa- 
tions (7). 

7. Among the special cases which arise we notice first that in which one of 
the differences p — c or p—d is zero or a negative integer. Y is in this case a 
finite series. 

In the next place suppose one of the differences p—a or p—b to bea 
positive integer, say p—a=t. Then the (¢+1)™ term of y contains the same 
power of a that occurs in the first term of Y. Let WM be a constant such that 
the (¢+ 1)™ term of My, is identical with the first term of Y, then all the 
following terms will be identical, and the particular integral Y’= Y— My, will 
be a finite expression containing 7 terms. This finite integral would of course 
have been obtained directly if we had employed a descending series, in which 
case we should have written the differential equation in the form 


(3 — c)(3 — d) y—a1(3 — a)(3 — b) y = — kee? }, 


and the particular integral would be 
— ke?! —a—1)(p—b—1) 
/— —1 
dies (p—ce—1)(p we! + aay” rie |: 
6 
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8. If p—a or p—O6 is zero or a negative integer, Y in equation (11) is 


infinite ; thus, if p— a= —17, the coefficient of x?+‘ contains a zero factor in 
the denominator. To find a particular integral having a finite value, we may 
put p=a—it+A, 


in which / will ultimately be put equal to zero. Denoting the sum of the first 7 
terms by 7’, the value of Y is 
(p—e)....(p—e+i—1)\(p—d)....(p—d+i—l]) 5 
Y= 7+4:2— : ptt 
1G)... 
e+ ip—d-+i) 
x[i+ geet ett a. J; 








or 
—c)....(a—e—1+h\(p—d). — wath 


- FE casos 
am“ =" ETE BAGO. -(a—b+h) 
—e+ ihe oi +h) 
x [a +! ithe bqitmete--]. G2 
Denoting the coefficient of a**” by = —— , and putting 
ain fl of hfa—d-+h) 
Vhj=« [1 +1 7 +hy(a—b+1+h)” 
ms (a—ce+h\(a—e+1+h\(a—d+h\a—d+1-+h) she: ee (13) 
(1 A\2+hy(a—b+1+h(a—b+2+h) 
the value of Y becomes 


M 
r= 7+ a (1+hAlogz+....)[ym +h (0)+....], (14) 
since, by the first of equations (7), y, = (0). Therefore, putting Y’ for the 








, if 
particular integral Y — -Y,, We have 
Y'=T7+ My logx+ MY (0)+...., 


the terms not written involving powers of h. 
When we put A= 0, 7'in this equation is the sum of the terms in equation 


(11) which precede the first infinite term, M is the coefficient of this term with 
the zero factor in the denominator omitted, and, denoting y/ (0) by y’, we have 
for the integral when p=a—i, 

Y’'= 7+ My logx + My. (15) 


In order to expand 7/ in powers of «, let us write 


V(h) = > iat?’ 
0 


iil eab ieee 
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so that, by equation (13), 
—_—— (a—e+h)....(a—e+r—1+h\(a—d+h)....(a—d4+r—1+h) | 





a ; +i)... (r+ hy ies 
pe cae a as 
hence 
y=VO=0[Ta sey Gs ear 
ae GE > Gat ae ito 


1 oa 1 : 
ee ae a 3 w....J, (16) 
which is identical with equation (9), being formed from the value of y,, equa- 
tions (7), by the law of the adjuncts mentioned in §5. 
9. If we putk=0 and p=b=a—zi, equation (15) gives the value of y, 
when a and b differ by an integer. Writing it in the form 


7 


Y=M(y loga+y' + Tt 


and recurring to the values of 7’and M, see equations (11) and (12), we find that 
M is now indeterminate, but 
rf i! (i—1)! 


Fpl Mis Sar wane are ee eres ae a 


b—d 
x[1+ 4 ee |; 


we may therefore put, when 6= a —iZ, 
i! (¢—1)! 


a RR Ra OP ge ae ea 


where ¢ stands for the sum of the terms which precede the first infinite term in 
Y_ a8 written in equations (7). Equation (17) is equivalent to the equation (8) 
quoted from a preceding paper. 

10. The integral in equation (15) may be written out in accordance with 
the following rule: Write the terms as in equation (11) until a coefficient with a 
zero factor in the denominator is reached. Express the remainder of the inte- 
gral as the product of this coefficient and a series whose first coefficient is unity. 
Omit the zero factor in the coefficient, and multiply each term in the series by 
the sum of log x and the adjunct of its coefficient. 
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11. Let us next suppose that, while a zero factor occurs in the denominator 
of a coefficient, one also occurs in the numerator of a coefficient; for example, 
suppose that p—c as well as p—a is zero or a negativeinteger. If the zero 
factor in the numerator occurs in the same or in an earlier coefficient than that 
in the denominator, no infinite coefficient occurs. Denoting the sum of the 
terms preceding that in which the zero factor occurs in the numerator by Y’, 
Y is the sum of Y’ and an indeterminate multiple of y,, hence Y’ is a particular 
integral. But if the zero factor first appears in the denominator, the integral 
is given by equation (15), and y, is a finite series. It is, however, to be noticed 
that 7 is still an infinite series, for the adjunct of each of the vanishing coeffi- 
cients in y, contains the reciprocal of the zero factor, and therefore simply 
destroys the zero factor, so that the remaining terms of y' are the vanishing 
terms of y, with the zero factor omitted. If we had regarded y (A) as standing 
only for those terms in the second member of equation (13) which correspond 
to existing terms in y,, we should have written Y(h)+hy(h) for the first 
member, and the final factor in equation (14) would have been 


yy + hy (0) + hy (0) +.... 


Equation (13) would then be obtained by putting y’ =a (0)+y7(0) in which 
J’ (0) now represents the existing terms of y, with adjuncts, and y (0) the vanish- 
ing terms with the zero factor omitted. These terms in My’ are the correspond- 
ing terms as they occur in Y, equation (11), with both zero factors omitted. 
Thus the rule for writing the integral given in §10 is in this case to be thus 


supplemented: If a zero factor occurs subsequently in a numerator, omit it, 


and discontinue the use of the logarithm and adjuncts. 

12. Next, let us suppose that each of the differences p—a and p—b is 
zero or a negative integer; in this case two zero factors will occur in the 
denominators in equation (11). Of the two numbers a and 6, let a be that 


which is not less than the other, we may then put 
b=a—i and p=b—yJ, 


where 7 and j/ are positive integers or zero, and the coefficient of «?*/ is the first 
As before, we change the value of p tob—j+A, and ulti- 


which is infinite. 
mately puth=0. 
Denoting, as in §8, by 7 the sum of the preceding terms, and by ~ the 
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coefficient which is infinite when h = 0, the value of Y becomes 


bj (p —e+j)(p—ad+)) 
rare peri t+ eee iesai eye t 
or 
_ M —e+h\(b—d+h) 
Y= I+ +e cal i Saipan t 
(6—e+h)...(a—e—1+h) (b—d+-h)...(a—d—1-+-h) , {1 PP ssi: 5 in i] 


(if 1h)...R(LFh)... (FA) (1-+2)(§-+1+4) 


If we write this in the form 


Y= r+ o[e+—t], (18) 





+ 


tis a function of A which, when 4 = 0, becomes identical with ¢ in equation (17) 
and n= MN (h), (19) 


where (fh) is the function defined in equation (13). Employing suffixes to 
denote the values assumed when = 0, we have 


1 = Nov (0) = Narn, 


and it is readily seen from equation (17) that the complementary function in 
this case is ty 
Ay, + B EE loga+ y+ Poa 
Using accents to indicate differentiation with reference to h, equation (18) gives 
M 
Y=T7+ =~ (1 +hlogut+....)\(t)+Ah+....) 


M 1 1 
+ “ (1 + h log x + 3 log’ x + eee » No + hu; + 2 hing! + a “ 
or 
M M 
Y=T+ Ge to + ¥ (4) + 1 log x + 7) 
1 
+ M(t log x +) + 5m log?a + xf log a + =n) -, 
the terms not written involving positive powers of h. From equation (19), 
dN dN 
Pi came RADE ; Pest ! , 
ny = Now (0) +¥ (0) ak |= Noy + dh | 
hence the terms involving negative powers of h are 


= MN M aN 
a yt hlosety] +5 dee 
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These terms coalesce with the complementary function above ; hence, rejecting 
them and then putting 4 = 0, we may (now omitting the suffixes) write for the 
particular integral 


= T+ M(tloga+¢ +n logt« +x loge +7"). (20) 
13. The series denoted by ¢ and y are derived from ¢ and y in the same 


manner that 7’ in §8 is derived from y,, namely, by multiplying each coefficient 
by its adjunct. To find y”, let 


n= ) iat", 
0 


(a Ath)... 
G+Met+-B)....° 


then each // is of the form 


Differentiating 


dy d leg H, on 1 1 
= = i= UT par — a wera sy a+r 
dh =» oy 5D) zak yal ; 


and 


a % 2 Hr [i a ie "— » eatin pa (a ay a > aaa’ 


whence, putting h=0, 


nt 
and =u [aay — = a+) 5 |= gttr. (21) 


Thus 7" in equation (20) is the same series as that represented by 7 except that 
each coefficient is multiplied by a factor which may be called its secondary 
adjunct, which consists of the square of the adjunct together with the sum of 
the squares of the reciprocals of the factors in the denominator taken posi- 
tively and of those in the numerator taken negatively. 

14. The initial terms of equation (20) show that the integral may be written 
out in accordance with the rule given in §10 until the second zero factor is 
reached, and the final terms give the additional rule: After a second zero factor 
in a denominator is reached, omit this factor and multiply each term by the 
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sum of > log’? x, the product of log a by the adjunct of the coefficient, and one 
half of the secondary adjunct. 

15. Finally, let us suppose that, while two zero factors occur in the denomi- 
nators, a zero factor also occurs in a numerator, as in $11. If the occurrence of 
this factor is subsequent to that of the first but not of the second of those in the 
denominator, the particular integral ceases to take the form (20). In this case 
y, will be a finite series and y, will be of the regular form (7), containing 
higher powers of a than any which occur in y,. The particular integral will be 
of the form (15) except that the use of the logarithm and adjuncts is discon- 
tinued in the interval between the appearance of the zero factor in the numera- 
tor and the second of those in the denominator; in other words, in the case of 
those powers of a which do not occur in either term of the complementary 
function. 

16. If, however, the zero factor in the numerator occurs subsequently to 
both of those in the denominator, the particular integral is given by equation 
(20), but a factor a in one of the coefficients 7 and in every subsequent coefli- 
cient vanishes. The secondary adjunct in equation (21) may be written 


1 1 yy 1 1 1 
Cs Pp asa) eee ee 
or 1 tr 1 ) (> +)- ‘pall Se 1 
a= (5 pre +> 3 3 » a 
Hence one half the secondary adjunct is the infinite quantity 


2 y = y es 
a ( a A ) 
and, since the adjunct itself is the infinite quantity — the factor by which 


every vanishing coefficient in 7 is multiplied is of the form 


a Loex+ De - Da) 


The effect, therefore, is to cancel the vanishing factor and to multiply the term 
of m by the sum of log a and the adjunct of its coefficient as it now stands. This 
result was to have been expected, since, regarding the zero factor as cancelling 
one of those which have already occurred in the denominator, the subsequent 
terms may be regarded as belonging to the series ¢._ In like manner, if a second 
zero factor occurs in a numerator (all four of the differences p— a, p— 6b, p—e 
and p—d being zero or negative integers), the terms return to the condition of 
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the series 7'in equation (20), and are written as in equation (11), the four zero 
factors cancelling one another. 

17. The complete rule for writing out the particular integral may be 
expressed as follows: 

Write out the terms as in equation (11); let the series terminate if a zero 
coefficient occurs ; in the infinite coefficients (which belong to powers of x occur- 
ring in one term of the complementary function), omit the zero factors and 
multiply by the sum of the logarithm and adjunct; and in the doubly infinite 
coefficients (which belong to powers of x occurring in both terms of the comple- 
mentary function, in one of them with logarithms and adjuncts) multiply by the 
sum of the half square of the logarithm, the product of logarithm and adjunct, 
and the half secondary adjunct as in §14. 

It is to be noticed that in forming the adjuncts and secondary adjuncts in 
equation (20), we ignore the factors included in the coefficient M. To include 
these factors would not indeed be incorrect, but would merely be equivalent to 
adding to Y’ a quantity included in the complementary function. 

18. In what precedes, the binomial equation is taken to be of the second 
order. The results are obviously similar when the equation is of the first order. 
Thus, supposing it reduced as in §3 to the standard form 


(9 —a)y—2(9—dy=X 


the complementary function is 


n=ali+2o*24 © oe a 





fin finite form ial (l—«x ie and if X =x”, the particular integral is 


(p—ep—e+l) |, 
an ae er er a 


But if p—a is zero or a negative integer, an infinite coefficient occurs and we 





r= qlit 2Saye4 


have the form 
Y'=T+ My, logx + My, 


as in equation (15), so that the rule for writing out the result is precisely the 


same as in $10. 

19. It may also be noticed that the values of y, and Y above are the inde- 
pendent integrals of a special case of the equation of the second order when 
the second member is zero; for they are equivalent to the results of putting 
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d= b—1 in equations (7). The case is that in which the equation admits of 
an integrating factor of the form x”. Thus multiplying 


(S$ —a)(S —b) y— a(S —e)(S—b+1)y=0 
by a °-}, we have 
a’ (3 — b)\(3 —a)y— a? (38 —b 4+ 1)(8—ec)y=0 


which, by the theorem (C), p. 96 of the preceding volume of this Journal, may 
be written Dla? (8 —a)y—a?t($— ec) y] = 0, 
whence, integrating and multiplying by a’, we have 

(9— a)y— a(3 — 0) y=he’, 
which is the binomial equation of the first order, its complementary function 
giving one, and its particular integral (involving &, which is now a constant of 
integration) furnishing the other of the two independent integrals of the given 
equation. 

In like manner, the three series in equations (7) and (11) are the three 
independent integrals of a special case of the binomial equation of the third 
order. 

20. The particular integral of the general binomial equation of the third 
order, when the second member is a power of a, is obviously of a form similar 
to Y in equation (11); thus, if the equation is reduced to the standard form 


(3 — a)(S — b)(S —e) y —a(3—a)(S —B\(S—y)y =k’, 


the particular integral is 


i ka? | ___ (p~—aXp—Ap—7) 
= ae a * Ga ee ee 


The same rules also apply with reference to those terms whose coefficients, as 





written in accordance with this equation, would be infinite or doubly infinite. 
In fact, the demonstrations already given are applicable to binomial equations 
of any order. 

21. For a term which would be triply infinite, the same method gives a 
similar extension of the rule. Thus, in place of equation (18), we have 


rare Tole + Bl 


in which 7’, ¢, t and 7 denote groups of terms written as in equation (22) except 
that the zero factors are omitted, there having been in the groups ¢, ¢ and x, an 
7 
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excess of one, two and three zero factors respectively in the denominator of 
each coefficient. In the development of this equation 


Y= T+ = (1thloga+.. eth +...) 
+a (+h loge+ +H logta+....)(e+ he’ + + We’+....) 
+ (ith loge +7 tlle iaidan 


x (n+ hor! + 2B! +2 Bal +), 


the terms involving negative powers of h will be found to coalesce with the 
complementary function, so that the particular integral corresponding to equa- 
tion (20) is the coefficient of h° in the development, that is 


Y' = T+ M(t loga+?¢+ = t logta + 2! loge +— 2" 


1 3 1 $ 1 Se 
+ ais logea + Fwd log? a + Fail loga + =n"). (23) 
This equation shows that the rules already given still apply to the terms which, 


as first written, are singly and doubly infinite, and for those which are triply 


infinite gives the rule: Multiply each coefficient by + log’, the product of 


= log’ x by the adjunct, the product of + logx by the secondary adjunct and 


one sixth of a tertiary adjunct. 

22. The tertiary adjunct of a coefficient in 7 is the factor by which the 
coefficient must be multiplied to produce the corresponding coefficient of »/’’. 
Employing the notation of for any coefficient, thus 


let 











SRO 


wags {gee Sa eleaanss ee ena EL 


A Bias SR ste Soh SEE: 











veienaaeil = oi ae 5 PRE psa . si REPRE RO ENT vet eR RAL He > weyers sane > 
PSE eCPM f= PTET TON ea peas anal acing nam ets tiie P ee ea rg: oR eee 4 a s ” " omnes 
- iabatkcaaay Saale) sea i Bassi aks Loh 2 ghar PERI hr eS ee ie eh its ones FE yy a a ath ca ae ppb ing 

é peste imac: ‘ yh ot Se ae i aa as aa ih aaa A i a aS a ties Nn Bei ea a ee " LASERS es 


JoHNsON: On the Integrals in Series of Binomial Differential Equations. 51 


Denoting by D the operation of taking the derivative with respect to a quantity 
h, added to each of the quantities a, 6, y,....andA, u,7,.... and afterwards 
put equal to zero, 
DS, = 8,, DS, = 283, DS;= 38,,.... DS, = nS, 4). 

We have then 

DH= HS,, 

DH= H(S} + 8). 

BPH = H(S} + 38,8, + 283), 

DH= H(Si + 6878, + 88,8; + 6S, + 382), 

DH = H(S? + 10878, + 208783 + 3058,S, + 248; + 158,8? + 208,83), 


Ce ee Oe ee e.6 Oe ee a 8 EEE OS 6 OO SG EES OH Le CE GSO 6 8 OR OS. 1 eS 8 SS me 


for the corresponding coefficients in 7’, 7", 7/",.... ; thus, for example, the 


tertiary adjunct is S? + 38,8, + 283. 

23. In general, if 7 represent a group of terms in which as first written 
there is an excess of zero factors in the denominator of each coefficient, the 
terms corresponding to 7 in the integral, derived as in §21, will obviously be the 
coefficient of h° in the development of 

M 


a e log @ eh Dy 3 


? 
e a M 
that is to say, it is . (loga + D)"y. 
24, As an example of the process, let us take the equation 
dy dy dy 
(a? — a*) a3 + (9x? — 20°) aa + (18x + 22°) = + 6y = kx, 


which, written in the $ notation, is 


(+ 1)(9 + 2)(9 + 38)y—a(S— 2)3 (3+ 1) y= ha. 


By equation (22) we have 


























ar a a a i ae 
$e ee 
tery ete Seg ete gas 
Sr ee 











52 JouNnson: On the Integrals in Series of Binomial Differential Equations. 









in which, for shortness, the character pr in each coefficient is used to denote the 
preceding coefficient. The coefficient of x’ is here triply infinite only for r= —1; it 
is doubly infinite for r= — 2and r=0, and singly infinite for » = —3, r= 1 and 
y= 2; the remaining terms belong to the group 7. It is convenient to calculate 
beforehand the necessary values of S,, S, and §;, the values of these quantities 
being zero for the first infinite coefficient, and each successive value being found 
by adding to the preceding one the part corresponding to the new factors intro- 
duced. The result is given in the following table: 


























eee Si S, S; 
—5.—8.—3| aid _ 381 1439 4501 
“wee eae | 30 900 27000 
—4.—2.—1  ,/_ 31_ 18_ 257 14891 BL 4591145 526108 
2.1 | | 80 +4 °° &«60 900 16 3600 ~ 27000 64 ~ 216000 
eee | 257 19 149 5531, 1 _ 6481 
$21) 97 80 6 20 3600" 4 ~ 3600 
—9.-1| | 149 7 _ 241 
iss | ‘| = 2” @ 
pate | _| 241 17 _ 499 
~s1i" ss. s-” = 

















We may now write out the value of Y in accordance with the rules estab- 
lished, thus 


_ 35k wt 3 — a 2, 31 
y=— aoe oe fe 35e| a loga + 30x 5 log’ x 30 logax 

1/31? , 1439 gh Ta . ; 257 

2 30° T 900 a — g OB e+ 5 losla| — 


ts 257 5531) 1 —e i ont 5531 526103 
+ > log « + 5500) 6 3 60 3600 sre000) | 


149 he 6431 241 
an: (1 a deal wn 3600 oe (es ap 
ow 499 Lat ( 1.3.4) 1.3.4.2.4.5 <a) 
—q# (logz— 7) — Mt gaa See +e); 
or finally 
y= — - a> — oss a *+ 35k | « a> log +15x—* log? a—31a—* log a + 40a~? 
— 2027? ae + 257x—! log’? a — 1193" loga 
21765097 ; 5156 
296000 ” — 30 log’? x + 447 lo 0g %— —- 
241 1 499 
+ 5x loga — —-%— | at loga + 360" 
oe 
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If Ay, + By, + Cy, be the complementary function in this example, the 
values of y, y, and y; may be derived in like manner from the value of Y above, 
taking the coefficients of y_,, y_, and y_, respectively as unity. We should 
thus find 
Y3 = «> + 302-* log x — 60x! log’ x + 390x—' log « — 630a—! — 60 loga 

+ 385 + 5a — = a, 
Yo = a~* — 4x! loga — 2, 
and goa 
(so that the terms containing xz’ in the values of Y’ and y; may be rejected). 

25. The following formulae for the verification of integrals consisting of 

terms of the form a’, a” log, x” log’, etc., may be noticed in conclusion, From 


the definition of the symbol 3 we have 
seV= a (S+r)V, Ya V= da’ (3 +r) V=a" (3 +7), ete. 
whence /(S) being an algebraic function, 


f(d)e%V=af(s +71) V. 


But since 
o1 =O, 
Slogx =1, ¥ loga = 0, 
Slog’«=2logz, # log a= 2, Mlog«z=—0, 
we have 


f(s)1 = f(0), 

f (9) loga =f" (0) +/(0) loge, 

f(9) loge =" (0) + 3/' (0) logx +,£(0) log’, 

Ff (3) loga=/"”" (0) + 3/” (0) loga + 37’ (0) log? a + f(0) log*a, 


Hence, putting in the formula above V= log”, we have forn=0, 1, 2,.... 
I (3) x” = af (r), 
J (3) a" loge =a" [f'(r) +/(7) log z], 
f(S) a" log a = a’ Lf" (r) + 2f' (7) loga + f(r) log’ x], 


and in general, 
Ff (3) x log* a= & + log x] £(9) a”. 
Now if the differential equation be 
F (3) y — 29 (5) y = he?, 
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the integral, which is of the form 
Y= A,x" + log ad Ba" + log’adCa’+...., 


will be verified if the result of operating upon it with 
I (3) — x (3) 
is kx”. The result of operation is, by the formulae just demonstrated, 


SA, f(r) x” — ZA, (r) at? 
+ XB,f' (r) a —XB,q' (r) at) + [TBS (r) x — SB,o (r) a’ 7] log x 
+ 3C,f" (r) a’ —2C,9" (r) at) + 2[EC,f (r) a —=C,¢q' (r) at?) loge 
+ [Cf (r) x” —2C,o(r)a’t"] log’ a, 


in which the aggregate of terms independent of log a must reduce to kx”, and 
the coefficient of each power of log x must separately vanish. The first of these 
conditions involving all the terms of Y will constitute a good verification ; and 
it appears that the aggregate which should reduce to kx” consists simply of the 
products of each term independent of loga by the value of f(r)—a@(r) for 
that term, of each term in the coefficient of log x by the value of /’ (r) — aq’ (r), 
and soon. The example in §24 was verified in this way. 

The last of the conditions mentioned above shows that the coefficient of the 


highest power of log x in Y is in all cases a multiple of a term of the comple- 


mentary function. 








Sur certaines courbes qu’on peut adjoindre aux courbes 
planes pour lW’étude de leurs propriétés 
infinitésimales,* 













Par M. Mavrice D’Ocaene, Ingénieur des Ponts et Chaussées. 





1. Soit c une courbe plane quelconque. Dans le plan de cette courbe prenons 
arbitrairement deux points O et P (Fig. 1). M étant un point variable sur la 
































courbe c, tirons OM et menons PA parallélement a la normale en M a la courbe 
e. Le lieu du point H est une courbe que nous désignerons par la lettre n. 

On voit immédiatement que la courbe n passe par les pieds des normales 
menées du point P a la courbe ec, qu’elle a pour asymptotes les normales menées 





a la méme courbe par le point O, et qu’elle passe par les points de rencontre 
du cercle décrit sur OP comme diamétre, avec les tangentes menées de O a la 
courbe c¢ et avec les paralléles aux asymptotes de la courbe ¢ menées par le 
point O. 








* Mémoire présenté 4 1’Académie des Sciences de Lisbonne. 
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Si la courbe n est connue & priori, elle détermine du méme coup tous les 
éléments qui viennent d’étre énumérés; elle permet en outre évidemment de 
mener la normale en un point donné sur la courbe c ou de déterminer les points 
de cette courbe oti la normale a une direction donnée. 

Voyons maintenant comment elle permet aussi de construire le centre de 
courbure répondant a tout point de la courbe ec. 

2. Soient Q, le centre de courbure relatif au point W/, 

N et J, les points ot la perpendiculaire élevée en O 4 OM coupe les 
normales en Jf et en H aux courbes ¢ et n, 

E, le point ot la perpendiculaire élevée en P 4 PH coupe la normale H/. 

Représentant par de et dn les différentielles des arcs des courbes c et n aux 
points Met H, par dw et da les différentielles des angles que OM et PH font 
avec OP, ona de= MN.da= MQ.da, 

dn = HI.do = HE.da. 
Done MQ _ HE 
MN~ HI” 

Par le point # menons 4 OM une perpendiculaire qui coupe HP au point 

Q, et appelons H' le point ot HP coupe OJ. Nous avons, par les triangles 


semblables HHQ et HIH'’, 

HE _ HQ 

HI ~ HH’ 

par suite, AQ _ MQ 

HH'~ MN’ 
ce qui prouve que le point Q se trouve sur la droite OQ. Cette remarque 
permet d’obtenir le point 2, mais nous allons simplifier la construction. A cet 
effet, prolongeons P£# jusqu’a sa rencontre en F avec OW, et tirons QF. 

Dans le triangle LHQ, EP est la hauteur issue du sommet #, AF la 
hauteur issue du sommet /7; il suit de la que QF’ est la hauteur issue du sommet 
Q; et, comme HE est la normale en H 4 la courbe n, on voit que QF est paralléle 
i la tangente en # a cette courbe. 

‘Soit W/’ le point ott la normale en Jf a la courbe ¢ coupe la droite fixe OP. 
En J' élevons 4 MM' une perpendiculaire qui coupe OM en L. PF étant 
perpendiculaire & PH est paralléle 4 M'Z. Done les triangles OLM' et OF P 


sont semblables, et on a 
OL _ OM! _ 00 
ar oF” eo 
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De la résulte que ZO est paralléle 4 QF, et, par suite, 4 la tangente en HA la 
courbe n. 

La construction du centre de courbure © relatif au point M est done, en 
définitive, la suivante : 

La normale en M t la courbe ¢ coupant la droite fixe OP au point M’, on éleve 
en M’ % MM’ une perpendiculaire qui coupe le rayon vecteur OM au point L; par le 
point L on méne & la tangente en H & la courbe n une parallele qui coupe MM’ au 
centre de courbure Q. 

3. Si PH est tangente en H & la courbe n, ZO est paralléle i MM’. Le 
centre de courbure © est donc rejeté a linfini et le point I correspondant est 
un point d’inflexion. Done, 

Les points H de la courbe n correspondant aux points d’inflexion de la courbe 
e sont les points de contact des tangentes menées de P & la courbe n. 

4, Les propriétés sus-énoncées de la courbe » montrent tout l’intérét qui 
s’attache 4 sa considération pour l'étude de la courbe c. Dés lors une question 
se pose tout naturellement 4 l’esprit: La courbe n étant une des courbes les plus 
simples, droite ou cercle, trouver toutes les courbes ¢ correspondantes. 

Remarquons d’abord que l’équation différentielle des courbes ¢ correspon- 
dant 4 une courbe n donnée se forme immédiatement. Prenons O pour origine, 
OP pour axe des x et soient a et y les coordonnées du point UM, a, et y, celles 
du point H; on a d’abord 


| me 
2 w%&' (1) 
et, en posant OP= a, 
dy _a—2%, 
dey ) 


Si donc ]’équation de la courbe n est 
J (21; 1) = 9, 


"équation différentielle des courbes ¢ correspondantes s’obtiendra par |’élimina- 
tion de x, et y, entre les trois équations précédentes. 
5. Soit done d’abord 


Ww 
“ss 


Y, = Ma, +n (: 
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V’équation de la courbe n. Des équations (1) et (2) on tire 
axdx 

adic + ydy | 
ayda 

adx + ydy 


x= 


9) 
Portant ces valeurs dans (3), on a 
aydx = maadx + n(adx + ydy) 
ou [(ma + n)x— ay] dx + nydy= 0, 
équation homogéne dans laquelle on séparera les variables par la substitution 


y = ux, ce qui donne 
dx udu 
a = 0. 
7 sat S41 (4) 





n 
Il y a trois cas 4 considérer pour l’intégration de cette équation suivant la nature 
des racines du trindme du second degré en uw, qui figure en dénominateur. 

1° Cas.— L’équation 


: aca a 
u 7 Ut = +1=—0, 


a ses deux racines réelles. 
Soient p et g ces deux racines, p étant >q. 


On a alors 
U Pp 1 q 1 


oe ie A 





Po er + — oe | “ Pg tp 
n 


et l’équation (4) devient 
dx p du q du 


; aot 
a p—q U—p p—q u—yY ‘ 
d’ot, en intégrant 
gP—4 (u—p)? ee 
(u—q)" 
(y — qu) 
On obtient donc des courbes algébriques si p et g sont commensurables. 


C, 





* Ici, comme dans tout le reste du Mémoire, nous désignons par ¢ une constante arbitraire; nous 
conserverons par suite cette lettre dans les transformations successives d’une méme formule, bien que 
si on suppose attribuée une certaine valeur a cette constante dans une des formules, cette valeur puisse 
ne pas étre la méme pour les constantes représentées par la méme lettre dans les formules subséquentes. 





aS Ag 


ake 
Sa 
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Quels que soient pet g, la courbe (5) coupe normalement l’axe Ox; la 
vérification de ce fait est immédiate. 

Supposons que p et q soient entiers. . 

Si p et g sont de méme signe, la courbe appartient au genre parabolique 
c’est-a-dire qu’elle a des branches infinies sans asymptotes. THlle est tangente a 
Yorigine a la droite y = qu. 

Si p et g sont des signes contraires, la courbe appartient au genre hyper- 
bolique. Elle admet pour asymptotes les droites y= px et y=qu. Des 


ma 


relations an, _ 
PP gre) pgm ed, 


0 Bee 

Le coefficient m étant indépendant de a, si le point P se déplace sur l’axe 
Ox, la droite xn pour la méme courbe (5) se déplace parallélement a elle-méme. 
Or, d’aprés une des propriétés fondamentales des courbes n (No. 1), les points 
de rencontre de la droite m et de la courbe (5) sont les pieds des normales menées 
a cette courbe du point P. Ainsi donc: 

Lorsque le point P décrit Vaxe Ox, la droite qui joint les pieds des normales 
menées de ce point a la courbe (5) se déplace parallélement & elle-méme, 

En particulier pour p = 2, g = 1, la courbe (5) devient la parabole 


_ 4 
on tire ee ae. 


2 
atlas 
y—x 
On a done ce théoréme : 

Si un point décrit une normale a une parabole, on peut de ce point mener constam- 
ment deux autres normales & la parabole. La droite qui joint les pieds de ces deux 
normales se déplace parallélement a elle-méme. 

On peut aussi remarquer, en vertu d’une autre propriété fondamentale des 
courbes n, que la droite n passe par les points de rencontre du cercle décrit 
sur OP comme diamétre avec les tangentes menées de O a la courbe (5). 

Lorsque cette courbe appartient au genre parabolique, ces tangentes se 
confondent avec la tangente en O a la courbe (5). Done, dans ce cas: 

La droite n est la tangente aw cercle décrit sur OP comme diamétre menée par 
le point ow ce cercle est coupé par la tangente en O % la courbe (5), cest--dire par la 


droite y= qe. 
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En particulier pour la parabole répondant aux valeurs p= 2, g=1, ona 
ce théoréme : ) 

La normale en un point d’une parabole coupe cette courbe en un second point O. 
Dun point P pris sur cette normale on peut mener & la parabole deux autres nor- 
males. Les pieds de ces normales sont sur la tangente au cercle décrit sur OP comme 
diametre, menée par le point ow ce cercle est coupé par la tangente en O & la parabole. 

Dans le cas oft la courbe (5) appartient au genre hyperbolique les tangentes 
issues de O sont les asymptotes y= pa et y= qx. Onaalors ce théoréme: 

La droite n est la droite qui joint les points de rencontre du cercle décrit sur OP 
comme diametre avec les asymptotes de la courbe (5). 

Un cas particulier intéressant est celui ot l’on a g = — p, qui se produit si 
la droite m est perpendiculaire 4 OP. 

L’équation (5) devient alors 

y? — pra’ = ¢; 
conique de centre O ayant ses axes dirigés suivant Ox et Oy. Ainsi: 

Le lieu des points de rencontre des diamétres dune conique et des paralléles aux 
normales correspondantes, menées par un point de V'un les axes, est une perpendiculaire 
a cet axe. 

Si nous appliquons ici la construction du centre de courbure donnée au 
No. 2, nous obtenons précisément la construction qui a été indiqué pour l’ellipse 
par M. Mannheim* et qu’il a obtenue par une voie essentiellement différente de 
celle qui précéde. I] est curieux de voir que cette derniére construction résulte 
simplement d’un cas trés particulier d’une propriété extrémement générale. 

2° Cas.—L’équation 


jo hie 
n n 


a ses racines égales. 
Soit p cette racine double. On a alors 





U wae me rs 1 
inh a Oe ee 
n n 





et l’équation (4) devient 
dx pdu wil du - 
e  (u—py u—p 








* Cours de géométrie descriptive de l’Ecole polytechnique, 1° éd., p. 175; 2¢ éd., p. 173. 
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Son intégrale est 
po —p)= 
la + l(u—p)=e, 


ou ct 


€— up 
c’est-a-dire y¥— px = com, (6) 
3° Cas.—L’éq uation 
u ——w i+—=+1=0 


a ses racines imaginaires. On peut alors mettre le trindme du premier membre 


sous la forme (utay+b 


et l’équation (4) devient 
dx udu 











2 i (u+a)+0? me 
dont l’intégrale est 
le + = I[(utay+ |] — * are tang i Ta 9 
ou ACE) eee 
ae arctang “t+ — 
ou encore (y + ax)? + Ba? = cer 8r° tone ee (7) 


Les équations (6) et (7) sont trop compliquées pour se préter 4 une discus- 
sion intéressante. 
6. Supposons maintenant que la courbe m qu’on se donne soit un cercle 
(x, — a)? + (y, — bP = 2%. (8) 
Portant dans cette équation les valeurs de a, et y, calculées plus haut, on a pour 
Véquation différentielle des courbes c correspondantes, 


[ands —a(adu + ydy)]? + [aydu — b (adx + ydy))’ = 7° (adx + ydy)’, 
équation homogéne du second degré que nous écrirons en posant pour simplifier 
a+ r= 22, 

l 
ae ¥ (2) —2[a + (aa — ay] + at J — gab 5 2 -+-a?—2aa+2°=0, 


dz 


et o1 on opére la séparation des variables par la substitution y= ua, ce qui 


donne 
du 


du \? 
Vu (u +2 =) — 2(abu? + (aa — 2’) u)(w + 2 
+ a?w’— 2abu + a? — 2aa+nve=0. 


(9) 
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De 1a on tire, aprés réduction, 


du abu+(aa— #) + an/ (0° — #2) + 2abute—P? 
se ge eee Pa 


ou dae Hud =o @. (10) 











+ =< re - py ep eS —o 
2 Pu? — abu — (aa — #*) F an/ (hb? — 7) w’ + 2abu+a—? 
On rendrait cette équation rationnelle par la substitution 4 la variable w de la 
variable z définie par 
VJ (Lb? — 27) v’ + Qabu + a —V= VB — Au +z; 

mais on est ainsi conduit 4 des calculs d’une grande complication et sans intérét 
véritable. 

Nous nous bornerons a certains cas particuliers. 

7. Supposons d’abord que le cercle ait son centre au point O. Alors 





a=n0, 6=20, Pa — Pr, 
et l’équation (10) devient 
dx — ude a 
2 r(u® + 1)4-a/u? +1 
Posons Ji+v=sz, 
dot 1+wv=2, udu=aedz. 


L’équation précédente se transforme alors ainsi 


dz rdz 


x rata 





L’intégrale de celle-ci est 
a(ret: a) 


ne 
ou x (r/1 + = a a) =—C, 


ou encore e+ az) 
e+y= sia i 


On trouve ainsi deux coniques ayant O pour foyer et Ox pour axe. Ces 
coniques sont des ellipses, des paraboles ou des hyperboles suivant que a est 
inférieur, égal ou supérieur a7. 

De la ce théoréme : 

Le liew des points de rencontre des rayons vecteurs @une conique issus d’un foyer 
et des paralléles aux normales correspondantes, menées par un point de Vaxe focal, est 


un cercle ayant ce foyer pour centre. 
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Appliquant 4 ce cas particulier la construction générale du centre de 
courbure donnée au No. 2, on obtient ce théoréme connu: 

St la normale en un point M d'une conique de foyer O coupe Vaxe focal au 
point M' et que la perpendiculaire élevée en M' & MM’ coupe le vecteur OM au point L, 
la perpendiculaire élevée en Lt OM passe par le centre de courbure Q relatif au 
point M. 

8. Supposons maintenant que le cercle n passe par le point O et ait son 
centre sur l’axe Ox. Dans ce cas 


A= 6, b= 6, 
et l’équation (9) devient 


l 
— 2aau (u + 2 =) + au? + a? — 2aa = 0, 


ou, toute réduction faite, 
da 2audu 


6 @=aaew 


L’intégrale de cette équation est 


a 
oa ——— | ; 
li rae be + u*) +c, 
ou e=e(1 + u?)e—%, 
ou encore 2 = e(a* + y’)¢ 
En posant a _m—1 
fae I 11 
a 2m ( ) 


on voit que cette équation peut s’écrire 


es = x m 
Va? + y? oF re) = 
+ Y a/ ar + y ’ 


ou, en passant aux coordonnées polaires, 


m 


p COs @ — C. 


Cette forme d’équation met bien en évidence la nature de ces courbes. 
Elles coupent normalement l’axe Ox au point situé 4 la distance p=e de 
Vorigine. 

Si m est positif la courbe est parabolique. 

Si m est négatif elle est fermée et passe par l’origine. 

De (11) on tire saci (12) 


a — 2a 
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m sera donc positif ou négatif selon que P sera extérieur ou intérieur au cercle n. 
Il en résulte, d’aprés ce qui a été dit au No. 8, que lorsque m est positif, c’est-a- 
dire lorsque la courbe est parabolique, il y a deux points d’inflexion. 

Ces points d’inflexion sont évidemment symétriques par rapport 4 Ox. Soit 
6 l’inclinaison de leurs vecteurs sur Oz. 

L’angle @ s’obtient en menant du point P la tangente PH au cercle n et 
irant OH (Fig. 2). 
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Fig. 2. 





Soient A le centre du cercle n, (OA=a), B le pied de la perpendiculaire 
abaissée de Hsur OP. Ona 
tang? 0 = 2B’ _ OH*— OB _ OB.OD—OB _ OD—OB _ BD _a—AB 
OB OB OB OB OB a+AB 
Mais AD? a 


AB=75>= 








Done 





ou, d’aprés (12), 
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9. Revenons 4 la définition des courbes n (No.1) et supposons maintenant 
que dans cette définition, nous remplacions les paralléles menées par le point P 
aux normales de la courbe ¢ par des paralléles 4 ses tangentes, nous obtiendrons 
ainsi pour chaque position des points O et P une courbe que nous désignerons 
par la lettre ¢. 

Les courbes ¢ permettent de résoudre relativement 4 la courbe c les mémes 
questions que les courbes n. 

On voit immédiatement qu’elles passent par les points de contact des tan- 
gentes menées du point P a la courbe c¢, par les points communs aux normales 
a cette courbe issues de O et au cercle décrit sur OP comme diamétre, et que 
leurs asymptotes sont paralléles aux asymptotes de la courbe ¢ et aux tangentes 
menées de O a cette courbe. 

Elles permettent également de construire la tangente en un point de la 
courbe ¢ et les points de contact des tangentes 4 cette courbe, paralléles 4 une 
direction donnée. 

10. Elles permettent aussi, comme les courbes v, de déterminer le centre de 


courbure pour tout point de la courbe ec. 

Appelant H le point de la courbe ¢ correspondant au point M de la 
courbe ¢ (Fig. 3), reprenons toutes les notations du No. 2. Nous aurons encore 
ici par le méme calcul MQ HE ! 

MN ~ HI 








Fia. 3. 
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Nous ménerons aussi par le point # une perpendiculaire 4 OM, mais au lieu de 
prendre son point de rencontre avec HP nous le prendrons avec la perpendicu- 
laire élevée en H 4 HP et nous appellerons ce point de rencontre Q. On aura 
alors, en appelant H’ le point ob HQ coupe ON, 

HQ _ HE __ MO 

HH! ~ HI ~ MN’ 
et cela montre que le point © se trouve sur la droite OQ. 

Ici, la simplification que nous avons tirée, dans le cas de la courbe n, du 

théoréme des trois hauteurs, ne se produit plus. Done, la construction du centre 
de courbure est plus simple au moyen de la courbe m qu’au moyen de la courbe ¢; 


et c’est pourquoi nous avons d’abord considéré la courbe n. 
11. Voici d’ailleurs comment le cas de la courbe ¢ se raméne 4 celui de la 


courbe n (Fig. 4): 








P 


Fia. 4. 


Soit H le point de la courbe ¢ qui répond au point de la courbe ec. En P 
élevonsi PH une perpendiculaire qui coupe OM en H,; A, est le point corre- 
spondant de la courbe rn. Pour appliquer la construction simple donnée 4 la fin 
du No. 2, il suffirait de connaitre la tangente en H, 4 la courbe 7; or cette 
tangente se déduit trés ais¢ment de la tangente en H a la courbe ¢, qui est ici 
élément connu, grace & un théoréme que nous avons donné ailleurs.* 

Voici quelle est cette construction : 

La droite OH coupe la perpendiculaire élevée en P a OP, qui est une droite fixe, 
enun point S. La tangente en H a la courbe t coupant PH, en J, on tire IS qui 
coupe PH en J,. HJ, est la tungente a la courbe n au point H,. 








* Journal de Mathématiques spéciales, 1885, p. 15 et 33. 











planes pour Vetude de leurs propriétés infinitésimales. 67 


Si done PH est tangente 4 ¢, PH, sera tangente 4 n. Rapprochant ce 
resultat du théortme donné au No. 3, on voit que les points de la courbe ¢ corre- 
spondant aux points d’inflexion de la courbe ¢ sont les points de contact des 
tangentes menées du point P a ¢. 

12. I] nous reste 4 traiter pour les courbes ¢ les mémes problémes que pour 
les courbes n. 

Supposons d’abord que, se donnant la courbe ¢ absolument quelconque, on 
cherche les courbes ¢ correspondantes. 

Prenons pour origine le point O, pour axe Oz la droite OP. Posons 
OP = a et appelons x et y les coordonnées du point I, x, et y, les coordonnées 
du point H. Nous avons 


ta 
x " 
i 
da v,— a 
d’ou _—- aady 
— ady — ydax’ (14) 
ee 


—~ ady —yda* | 


Portant ces valeurs de x, et y, dans l’équation de la courbe ¢ donnée, on obtient 
Véquation différentielle des courbes ¢ correspondantes. 
13. Supposons d’abord que la courbe ¢ donnée soit une droite 


Yy = MXz+ 2. 
L’équation différentielle correspondante sera, d’aprés les formules (14), 


aydy = maxdy + n(ady — ydx) 
ou [(ma + n) x — ay] dy — nydx = 0, 


équation homogéne dans laquelle on sépare les variables par la substitution 
y= ux. On obtient alors 


dex [ma-+n—au]du _ 


i i 0 

2 au (m— u) 
ou da ma + nr du du ] du __ 0 
Ly ma u u—m t—_ Ot 
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dont l’intégrale est 





ma -- n 
U ma 
ou y+" =c(y— ma)". (15) 





Lorsque m, n et a sont commensurables, cette équation peut toujours se mettre 





sous la forme y” =c(y — mz), 






p et g étant des nombres entiers. 
Pour ma +n = 2n, ou ma = n, on a une parabole 







y’ =c(y— mz), 






qui passe par l’origine ot elle est tangente 4 la droite y— mz=0. En outre, 





puisque ma =n, le point P est symétrique par rapport 4 l’origine du point ot 
la droite ¢ coupe l’axe des x; en d’autres termes le point P est le pdle de la 
droite ¢; de la ce théoréme : 








Soient P un point quelconque pris dans le plan dune parabole, O Vextrémité 





du diameétre de cette parabole qui passe par le point P. Le leu du point de 






rencontre des vecteurs des points de la parabole, issus de O, et des paralléles aux 






tangentes correspondantes menées par le point P est la polaire du point P par rapport 






a la parabole, 

















La transformation homographique de ce théoréme conduit 4 cet autre: 
Soient P un point quelconque pris dans le plan dune conique tangente en A & la 
droite a, O le second point ou la droite PA coupe la conique. Si la tangente en un 
point M de la conique coupe la droite a au point T, les droites PT et OM se coupent 
sur la polaire du point P relativement a la conique. 

La propriété corrélative peut s’énoncer ainsi : 

Soient p une droite quelconque située dans le plan Mune conique tangente en A & 
la droite a; du point commun aux droites p et a, on peut mener & la conique une 
seconde tangente d. St la tungente en un point M quelconque de la conique coupe la 
droite d au point T et que la droite AM coupe la droite p au point I, la droite IT 
passe par le pole de la droite p relativement & la conique. 

13. A l’aide des formules (14) on formerait de méme |’équation différentielle 
des courbes ec ayant pour courbe ¢ relativement aux points O et P un cercle 
donné. Mais on tomberait alors, ainsi qu’au No. 6, sur une équation homogéne 
compliquée. Nous nous contenterons de traiter un cas particulier, celui oti le 
cercle ¢ a pour centre le point O. 
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Dans ce cas ]’équation différentielle est 
dy? + a®ydy’ = 7° (ady — ydz)’, 
ou [(a? — 7°) a? + a?y?] dy? + 2raydady — r°ypdx’ = 0. 
Par la substitution y = ux, nous donnons a cette équation la forme 


(a? — 7? + au’) a? (uda + adu) + 2r’uardx (ude + xdu) — rvardx’ = 0, 














tas , 
Pout udx + adu= = = te da, 
—r+tav 

qu’on peut écrire 

dx (aw + a? — 2°) du 

oe Na == = ©, 

au[a (1 +2) = rV/1 + u'] 

ou dx re audu + e—r du ati 

2 aQl+wv)FrV1l+uv a ‘ufal+w)Fr/l+v] 
Opérons le changement de variable 

1+v7=2, 
d’ou udu = zdz. 
I] vient dx adz a—r dz 
Bis esi - - =a @. 
x az—r a  (#—1)azFr) 


Effectuant la décomposition de la fraction rationnele qui figure au dernier terme 


ona 1 1 1 1 


(@—1azr) ~ axel) * 2 2(a+ r)(z aap ead aa 














L’équation différentielle précédente devient donc 


dx adz (a+r) dz 
@ tart Qa(e—1)t 


(a Fr) dz ce es ee 
Qa(z+1) azzr ’ 


ou de ae a 
a (attr) 4 +@F) =: 


dont l’intégrale est 


op? (2— 1)*="(z ao iy?’ = C, 


ou (Va? + of — a) t/a + + alt =e, 
ou encore Jv +y— = | ae 
y" aii 
Vety +a 
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qu’on peut aussi écrire en multipliant haut et bas par (Wa? + 9? — x)*’, 


petro se ye — oe) +" = c, 


oa F~r-+-a 
ou Cy tr + Bay +7 = 1. 


Pour les doubles signes de toutes les formules précédentes il est bien évident que 
tous les signes supérieurs doivent étre pris ensemble, ou tous les signes inférieurs 
ensemble. 
Pour a =7, auquel cas le cercle ¢ a pour rayon OP, on a les deux courbes 
e+ 2x = 7/’, 
ey’ + 2cx = 1, 


paraboles d’axe Ox et de foyer O, résultat qui pouvait étre prévu & priori. On 
a ainsi une vérification de la solution précédente. 

14. Si on se reporte a la Fig. 3, on voit que le point M peut étre considéré 
chaque instant comme ayant une vitesse dont les composantes sont les paralléles 
OT et 41 PO menées par le point M. La tangente ila courbe que décrit le point 
M est, en effet, par définition, paralléle 4 PH. 

PO est fixe. En outre, pour le cas traité au No. 13, OH est constant 
puisque le lieu de H est un cercle de centre O. Le point M peut donc étre 
alors considéré comme ayant une vitesse dont la composante paralléle 4 OP et la 
composante dirigée vers le point O sont constantes. 

La courbe lieu du point Mest donc celle que décrit un point se dirigeant vers un 
point fixe avec une vitesse constante tout en étant entrainé par un courant de direction 
constante et de vitesse uniforme. 

On pourrait l’appeler la courbe du nageur car c'est celle que parcourt un 
nageur cherchant 4 atteindre un point fixe du rivage. 

Cette courbe a déja été rencontrée par M. Collignon.* 





* Association francaise. Congrés de Toulouse, 1887. 
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On the Surfaces with Plane or Spherical Curves of 
Curvature. 


By Pror. CAy ey. 





The theory is considered in two nearly cotemporaneous papers—Bonnet, 
‘Mémoire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques,”’ 
Jour. de Ecole Polyt. t. XX (1853), pp. 117-306, and Serret, ‘ Mémoire sur les 
surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques,” Liouville, 
t. XVIII (1853), pp. 113-162. I desire to reproduce in a more compact form, 
and with some additional developments, the chief results obtained in these 
elaborate memoirs. 

The basis of the theory is a theorem by Lancret, 1806. In any curve 
described upon a surface, the angle between the osculating planes at consecutive 
points is equal to the difference of the angles between the osculating planes and 
the corresponding tangent planes of the surface. 

This includes as a particular case Joachimsthal’s theorem, Crelle, t. XXX 
(1846): If a surface have a plane curve of curvature, then at any point thereof 
the angle between the plane of the curve and the tangent plane of the surface 
has a constant value. 

Bonnet and Serret each deduce the like theorem for a spherical curve of 
curvature, viz: If a surface have a spherical curve of curvature, then at any 
point thereof the angle between the tangent plane of the sphere and the tangent 
plane of the surface has a constant value. Bonnet (Mémoire, p. 235) says that 
this follows from Lancret’s theorem. Serret (Mémoire, p. 128) obtains it, by the 
transformation by reciprocal radius vectors, from Joachimsthal’s theorem. 

I remark that the theorem for a spherical curve of curvature, and (as a par- 
ticular case thereof) that for a plane curve of curvature, are obtained at once 
from the most elementary geometrical considerations, viz: if we have (in the 
same plane or in different planes) the two isosceles triangles VPP’, OPP’ on a 
common base PP’, then the angle OPN is equal to the angle OP’N. For take 
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P, P’ consecutive points on a spherical curve of curvature; then at P, P’ the 
normals of the surface meet in a point NV, and the normals (or radii) of the 
sphere meet in the centre O, and we have angle OPN = angle OPN, that is, at 
each of these points the inclination of the normal of the surface to the normal of 
the sphere has the same value ; and this value being thus the same for any two 
consecutive points, must be the same for all points of the curve of curvature. 
The proof applies to the plane curve of curvature; but in this case the 
fundamental theorem may be taken to be, a line at right angles to the base PP’ 
of the isosceles triangle NPP’ is equally inclined to the two equal sides 
NP, NP’. 

A surface may have one set of its curves of curvature plane or spherical. 
To include the two cases in a common formula, the equation may be written 
k (a* + oy? + 2) — 2ax — 2by — 2cz — 2u=0; k=1 in the case of asphere, = 0 
in that of a plane; and the expression a sphere may be understood to include a 
plane. I write in general A, B, C to denote the cosines of the inclinations of 
the normal of the surface at the point (a, y, z) to the axes of coordinates (con- 
sequently A?+ B? + C*=1). Hence considering a surface, and writing down 
the equations 

k (a? + y? + 2) — 2ax — 2by — 2cz— 2u=0, 
(ka — a) A + (ky — 6) B + (kz —c) C= 1, 


where (a, b, c, u, /) are regarded as functions of a parameter ¢, the first of these 
equations is that of a variable sphere ; and the second equation expresses that at 
a point of intersection of the surface with the sphere, the inclination of the 
tangent plane of the surface to the tangent plane of the sphere has a constant 
value 7, viz: this is a value depending only on the parameter ¢, and therefore 
constant for all points of the curve of intersection of the sphere and surface: by 
what precedes, the curve of intersection is a curve of curvature of the surface, 
and the surface will thus have a set of spherical curves of curvature. 

Supposing the surface defined by means of expressions of its coordinates 
(x, y, 2) as functions of two variable parameters, we may for one of these take 
the parameter ¢ which enters into the equation of the sphere; and if the other 
parameter be called 6, then the expressions of the coordinates are of the 
form w, y, z= «x(t, 0), y(t, 0), z(¢, 6) respectively; these give equations 
dx, dy, dz = adi + a'd9, bdt + b'dd, edt + cdé (where of course (a, b, c, a’, b’, ¢) 
are in general functions of ¢, 6), and we have A, B, C proportional to 
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be’ — U'c, ca'— ca, ab! —a’b, viz: the values are equal to these expressions each 
divided by the square root of the sum of their squares. In order that the 
surface may have a set of spherical curves of curvature, the above three equa- 
tions must be satisfied identically by means of the values of 


a, b, c,U, l, Ay B, C,; Uw, Y, % 


as functions of (¢, 6); and it may be seen without difficulty that we are thereby 
led to a partial differential equation of the first order for the determination of 
the surface. But I do not at present further consider this question of the deter- 
mination of a surface having one set of its curves of curvature (plane or) 
spherical. 

Suppose now that there is a second set of (plane or) spherical curves of 
curvature. We have in like manner 


x (a? + a? + 2) — 2ax— 2By— 2yz— 2 =O, 
(xa —a)A + (xy — 8B) B+ (xz —y) C—A=0, 


where x is =1 or =O according as the curves are spherical or plane, and 
(2,8, y,v, 4) are functions of a variable parameter 6. We take the ¢ of the 
former set of equations and the 6 of these equations as the two parameters in 
terms of which the coordinates (w, y, z) are expressed. This being so (the 
former equations being satisfied as before), if these equations are satisfied identi- 
cally by the values ofa, 0, y,v,a, A, B, C, x, y, z as functions of (¢, 0), then 
the surface will have its other set of curves of curvature also spherical. It will 
be recollected that by hypothesis a, 6, c, u, 7 are functions of the parameter ¢ 
only, and that a, 8, y, v, a functions of the parameter 0 only. The foregoing 
equations, together with the assumed relations 


A+ B+ Of’, 
Ada + Bdy + Cdz=0, 


are the “six equations” for the determination of a surface having its two sets of 
curves of curvature each of them (plane or) spherical. 

Assuming now the values of a, b, c, 7, was functions of ¢, anda, 0, y, a, v 
as functions of 0, the question at once arises whether we can then satisfy the 
six equations. These equations other than Ada + Bdy + Cdz=0, or say the 
five equations, in effect determine any five of the eight quantities A, B, C, 

10 
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x, y, 2, t, 6, in terms of the remaining three, say they determine A, B, C, t, 6 as 
functions of x, y, z: we thus have a differential equation Adx + Bdy + Cdz= 0 
wherein A, B, Care to be regarded as given functions of (x, y, z). An equa- 
tion of this form is not in general integrable; and if the equation in question 
be not integrable, then clearly the system of equations cannot be satisfied by 
any value of z as a function of (x, y), or, what is the same thing, by any values 
of (w, y, z) as functions of (¢, 0). We thus arrive at the condition, the equation 
must be integrable, viz: the condition is 
dB dC dC da dA dB 
=4 4 el ea © ety ee 

If this be satisfied, then we have an integral equation J=0 (containing a con- 
stant of integration which is an absolute constant) and which is in fact the 
equation of the required surface. But it is proper to look at the question 
somewhat differently. Supposing that the condition y= 0 is satisfied, then we 
have the integral equation 7J=0, and this equation, together with the five equa- 
tions, in effect determine any six of the quantities A, B, C, x, y,2,¢, 6 in 
terms of the remaining two of them, or, what is the same thing, they determine 
a relation between any three of these quantities. We can, from the five equa- 
tions and their differentials, and from the equation Adz + Bdy + Cdz=0, 
obtain a differential equation between any three of the eight quantities: and it 
has just been seen that corresponding hereto we have an integral relation 
between the same three quantities; that is (the condition y= 0 being satisfied), 
we can from the six equations obtain between any three of the quantities 
A, B, C,x,y,2,t, 0 a linear differential equation of the foregoing form (for 
instance Zdz + Tdi + Od#=0, where Z, 7, © are given functions of z, ¢, 6) which 
will ipso facto be integrable, furnishing between z, ¢, # an integral equation which 
may be used instead of the before-mentioned integral equation J=0. And we 
thus have (without any further integration) in all six equations which serve to 
determine any six of the quantities A, B, C, x,y,z, ¢, 0 in terms of the 
remaining two. It is often convenient to seek in this way for the expressions 
of (A, B, C and) x, y, z as functions of ¢, # in preference to seeking for the 
integral equation J= 0 between the coordinates x, y, z. 

The condition y=0 is in fact the condition which expresses that at any 
point of the surface the two curves of curvature intersect at right angles. 
Serret (and after him Bonnet) in effect obtain the condition by the assumption 
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of this geometrical relation, without showing that the geometrical relation is in 
fact the necessary condition for the coexistence of the six equations. They give 
the condition in the form dadx + dydy + dzdz= 0, where dx, dy, dz are the 
increments of (a, y, z) along one of the curves of curvature, and da, dy, dz the 
increments along the other curve of curvature. The equations give 


(iia — a) dx + (ky — b) dy + (kz — ce) dz = 0, 
Adz + Bdy + Cdz= 0, 
and similarly 
(xa — a) da + (xy — 8B) dy + (xz —y) dz = 0, 
Ada + Boy + Cdz= 0. 
We thence have 
dx: dy :dz= 
B (kz — c) — C (ky — b): C (ka — a) — A (kz — ec): A (ky — 6) — B(ka —a), 
and 
dx: dy:d2= 
B (xz— y) — C (xy— @): C (xx — a) — A (xz —y): A (xy — 8B) — B(xa —a2). 
We have thus the required condition, in a form which is readily changed into 
(A? + BP + C°)$ (lie — a) (xe — a) + (ty — 8)(xy — B) + (ee — (az — y)} 
—{A (ka —a)+B (hy —b) + OC (kz—e)}j A (xx—a) +B (xy —B) + C(xz—y)}= 0, 
and writing herein A?+ B’?+ C?= 1, this becomes 


> eik(e? +y +2) — 2ax — 2by — 2cz} 


+ ; Ie {x (a? + y? + 2) — 2aa — 2By — 2yz} 
+ (aa + 68+ cy)—A=0, 


that is, 


aa + b8 +cey—lA+xutkhv=0. 


I proceed to show that this is the condition y= 0 for the integrability of the 
differential equation Adx + Bdy + Cdz=0. Writing as before 


dB dC dC dA dA 
_ A ( dz ee BC“. dz )+ S| Ges “da =): 
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we have from the six equations 
AdA + BdB + CdC=0, 
(ka — a) dA + (ky — b6)dB + (kz — c)dC 

= —/h:(Adx + Bdy + Cdz) + (Aa, + Bb, + Co, + 4) dt, 
(xx —a)dA + (xy — 2)dB+ (xz— vy) dC 

= — x(Adx + Bdy + Cdz) + (Aa + BO’ + Cy +2’) dé, 
(ka —a)dx + (ky — b) dy + (kz — c) dz = (ax + byy + oz + wu) dé, 
(xx —a) du + (xy —@)dy+ (xz —y)dz = (aa + Bly + y2+ v) dO, 
where a, 0,, ¢;, 4, m denote derived functions in regard tot anda’, 8’, y’, a’, v 
derived functions in regard to 0. Putting for shortness 

A, B, C, 
Q=| kx —a, ky—b, ke—e 
xv —a, xY—B, e—y 


/ 


we readily obtain 


OdA = [(xy — B) O — (x2 — y) B] {— k(Adx + Bdy + Cdz) 


Aa, + Bb, + Ce, +1 
— tin a r — } (ka — a) da + (ky — 6) dy + (kz — cc) dz} } 


— [(ky — 8) C— (le — 0) BY {— x (Adz + Bdy + Cdz) 


‘Aa! + Be + Cf +3! 
eee {xa — a) das + (xy — B) dy + (xz — y) da} \; 





say this is 
QdA = [(xy — B) C — (xz — y) B] |- k (Adx + Bdy + Cdz) 


+ (lee — a) der + (ky — b)dy + (te — 0) de} } 


—[(ky — b) 0 — (ka — ©) B) —~ (Aide + Bay + Odi) 


+ Fp | (<a — a) de + (ny — B) dy + (xa — y) de} 


or introducing further abbreviations, and writing down the analogous values of 
OQdB and QdC, we have 
QdA = [(xy — 2B) C — (xz — yr) B] U— [(ky — 6) C — (kz — c) BIT, 
QdB = [(xz — y) A — (xx — a) C] U—[(hke — c) A— (kn —a)C]T, 
QdC = [(xz — a) B — (xy — B) A] U— [(ka — a) B— (ky —b) A] T. 
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We hence find 
dB 


2 = [xe—y)A— (ee —a) C](—h0 + - FO) 
— [he — 0) A — (kee — a) C](— 20+ 7 Tr — 7); 
04 = ~ lwo) Bor BAI — BB +p Ov 9) 


+ [(lr — a) B— (ky — 6) A](— 2B + + (xy —8)), 


eas , y dB d 
and combining these two terms, in the resulting value of Q (=- =) first 


the term without Z or A is found to be 


= —hkA{A (xa —a) + B(xy — B) + C(xz—y)} 
— k (xx — a)(A? + B+ C’) 
+ x (ka —a)(A* + B+ 0?) 


+A {A(ke—a)+ B(ky—b)+ C(kze—ec)}, ' 
which is 


— kAr + k(xx — a) — x (ku — a) “4 “Al, 
A (xl — ka) — ka + xa. 


Next the coefficient of = is 


A (ka — e)(xz — y) — C (xa — a)(hke — ec) 


+A (ky — b)(xy — 8) — B (xe —a) (ky — 8), 
which is 


= A[(ka — a)(xx — a) + (ky — 6) (xy — B) + (kz — €) (x2 — y)] 


— (xx — a)[A (ka — a) + B(ky — 6) + C(kz—)] 
= AM + (xx — a), 


if for shortness 
M = (kx — a)(xx — a) + (ky — b)(xx — B) + (ka — c)(xz — y); 
and similarly the coefficient of * is 


— A (hz — c)(xz — y) + C (ka — a)(xx — a) 
— A (ky—8)(xy — B) + B (hee — 0)(xy — 8) 
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which is 
= — A[(ka — a)(xa — a) + (ky — b)(xy — B) + (hz — ¢)(xz2 — y)] 
— (ka — a)[A (xx — a) + B(xy — B) + CO (xz — y)] 
= — AM — (kx — a). 


We thus obtain 
dB aC , L 
Q ee — a = A (xl — ka) — ka + xa + p iAu + (xx — a) Ut 
\ 
i 71 i4¥+ (a — a) at, 
and similarly 


dB dA L 
=e ” = = B (xl — ka) — 18 + xb + {BM + (xy — B)l} 
~ + {BM + (ty—d)a}, 


2(9, — A= O (xl — I) — hy + x0 + Fe {CM + (xz — y) Ut 

— 4 {OM+ (he— oat, 
and hence multiplying by A, B, C and adding, we obtain 
Qy = «ul — ka —k(Aa + BB + Cy) + «(Aa + Bb + Cc) 


L A 
+ (Ma) — 


Il (Mf — th), 


where the first four terms are together 
= xl — kha + k {x (Ax + By + Cz) —A} —x {k(Av + By + Cz) — 1, 
viz. these destroy each other, and the equation becomes 
Oy = ( ae 7 (at — a). 
But we have 
M—la= -- {k(x + y? + #) — 2ax — 2by — 2cz} 


2 
4 ke kjx(a? + y? + 2) — 2ax — 2By — 2yz} + (aa + 0B + cy) — lA, 
which is =aa+ b0 +cey—A+ xut+ kv, 
L A 
owe aa QV = & — rr ao + 68 + cy —lA+ xu + kv), 


viz. the condition 7 = 0 is 
aa + b8+ecy—A+xut+kv= 0, 


the result which was to be proved. 
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If we consider separately the cases where the two sets of curves of curva- 
ture are each plane, the first plane and the second spherical, and each of them 
spherical; or say the cases PP, PS and SS, then in these cases respectively the 
condition is aa + 68 + cy —A=0, 

aa+ bB+ey—A+u=0, 
| aa + b8+cy—A+t+utv=0: 
we have in each case to take the italic letters functions of ¢ and the greek 
letters functions of 6, satisfying identically the appropriate equation, but other- 
wise arbitrary; and then in each case the six equations lead to a differential 
equation Adx + Bdy + Cdz=0 (or say Zdz + Tdt + Od = 0) between three 
variables, which equation is ¢pso facto integrable; and we thus obtain a new inte- 
gral equation which with the original five integra] equations gives the solution 
of the problem. ‘The condition is in each case of the form Yaa = 0, the number 
of terms aa being 4, 5 or 6. Considering for instance the form 
aa +b8+ey+ds+e+/o=0 
with 6 terms, it is easy to see how such an equation is to be satisfied by values 
of a, b, c, d, e, f which are functions of ¢, and values of a, 8, y, 6, €, @ which 
are functions of 6. Suppose that 4,4,....are particular values of ¢, and a, 
by, ..++ Aj &, b,....f4, ete., the corresponding values of a, b,..../, these 
values being of course absolute constants; we have a, @,...., functions of 6, 
satisfying all the equations 
(a,, by, 1, G, 4, Ala, B, y, 6, ¢, o)=9, 
(ae, by, Ca, dy, €, fal 7 )=0, 
etc., 
and if 6 or more of these equations were independent, the equations could, it is 
clear, be satisfied only by the valuessa = 8=y=d=e=G@=0. To obtaina 
proper solution, only some number less than 6 of these equations can be inde- 
pendent. Suppose for instance only two of the equations are independent; we 
then have a, @, y, 4, e, $ functions of 6 satisfying these equations, but otherwise 
arbitrary ; or, what is the same thing, we may take a, @, y, 4, e, @ linear func- 
tions of 6 — 2, = 4 arbitrary functions, say P, Q, R, S of 6; say we have 
a == (a, a, &, ag FP; OG, Bt, 8), 
2 |: ee t ” Vf 





80 Carey: On the Surfaces with Plane or Spherical Curves of Curvature. 


where the suffixed greek letters denote absolute constants; and this being so, in 
order to satisfy the proposed equation aa + b8+cy+d+ee+/o=0, we 
must have 

(a, Bos Yor Sos Go» Pol, 5, ¢, d, e, f) =0, 

bias. patllecs atau Rl e )=0, 

nT ee L ” )=0, 


viz. a, b,c, d, e, f will then be functions of ¢ satisfying these four equations, but 
otherwise arbitrary. The above is a solution for the partition 2+ 4 of the 
number 6. We have in like manner a solution for any other partition of 6; or 
if we disregard the extreme cases a =b=c=d=e=f=O0anda=B=y=5 
=¢«—=g=0, then we have in this manner solutions for the several partitions 
15, 24, 33, 42 and 51 of the number 6. 

But applying this theory to the actual problem, there is a good deal of 
difficulty as regards the enumeration of the really distinct cases. I use the letters 
P, Sto denote that a set of curves of curvature is plane or spherical as the case 
may be, the surfaces to be considered are thus PP, PS, and SS. First, for the 
PP problem where the equation is aa + 68+ cy—lA=0, the two systems 
(a, b, c, 0) and (a, @, y, 4) are symmetrically related to each other, and instead of 
the solutions 13, 22 and 31, it is sufficient to consider the solutions 13 and 22. 
But here (a, b, c,/) are not a system of four symmetrically related functions, 
(a, b, c) are a symmetrical system, and 7 is a distinct term: and the like for the 
system (a, 8, y, 4). Inthe PS problem, where the equation is aa + b8 + cy 
—&%+u=0, and thus the systems (a, b, c, 7, u), (a, @, y, a, 1) are of 
different forms, we should consider the solutions 14, 23,32 and 41: but here 
again in each of the systems separately the terms are not symmetrically related 
to each other. Lastly, in the SS problem where the equation is aa + b8 + cy 
—lA+u+v=0, the systems (a, b,c, 7, u, 1) and (a, 8, y, 4, 1, v) are of the 
same form, it is enough to consider the solutions 15, 24 and 33; but in this case 
also in each of the systems separately the terms are not symmetrically related to 
each other. I do not at present further consider the question, but simply adopt 
Serret’s enumeration. 

It is to be remarked that for a developable (but not for a skew surface) the 
generating lines may be curves of curvature, and regarding the generating 
lines as plane curves we might have developables PP or PS; but a straight 
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line is not a curve in a determinate plane, and it is better to consider the case 
apart from the general theory. Again, the curves of curvature of one set or 
those of each set may be circles; and a circle may be regarded either as a plane 
or a spherical curve ; regarding it, however, as a spherical curve, it is a curve not 
in a determinate sphere. The cases in question, of the curves of curvature of the 
one set or of those of each set being circles, are therefore also to be considered 
apart from the general theory. The surfaces referred to present themselves for 
consideration among Serret’s cases PP 1°, 2°, 3°; PS 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6°, 7°; 
and S$ 1°, 2°, 3°, 4°; but they are excluded from his enumeration, and he in fact 
reckons in his ‘‘ Conclusion,” pp. 161, 162, two kinds of surfaces PP, three kinds 
PS, and two kinds SS. 

It is very easily seen that if a surface has a plane or spherical curve of 
curvature, then on any parallel surface the corresponding curve is a plane or 
spherical curve of curvature: and thus if a surface be PP, PS, or SS, then the 
parallel surfaces are respectively PP, PS or SS. The solutions obtained 
include for the most part all the parallel surfaces, and thus there is no occasion 
to make use of this theorem; but see in the continuation of the present paper 
the case considered under the subheading post, PS4°= Serret’s third case of PS. 

If a surface have a plane or spherical curve of curvature, then transforming 
the surface by reciprocal radius vectors (or inverting in regard to an arbitrary 
point), then in the transformed surface the corresponding curve is a spherical 
curve of curvature. Hence if a surface be PP, PS or SS, the transformed 
surface is SS. Conversely, as shown by Bonnet and Serret, and as will appear, 
every surface SS is in fact an inversion of a surface PP or PS. 

I proceed to the enumeration, developing the theory only in regard to the 
two, three, and two, cases PP, PS and SS respectively. 


PP, Tue Two Sets or Curves oF CURVATURE EACH PLANE. 


The six equations are 
A+B +C =, 
axc+ by +cz2 +u=0, 
Aa+ Bb +Ce+/1=0, 
ax + By +yz2 +v=0, 
Aa+ BB +Cy+a=0, 
Adz + Bdy+Cdz =0, 

11 
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the condition is 
aa + b8+cey—U=0 


(not containing w or v, so that these remain arbitrary functions of ¢, 6 respec- 
tively). The cases are 





a b c i a B y A 
PP i: @ «+ ie 1 0 A 
PP2 0 0 —m a —maA Y a 
PP?’ 1 0 c me 0 1 mma A 





m is an arbitrary constant, and in the body of the table c is an arbitrary function 
of ¢, and a, y, A arbitrary functions of 0. 

PP1° is Serret’s first case of PP, included in his second case. 

PP2 gives developable. 

PP3° is Serret’s second case of PP. 


I consider the case 
PP3°=Serret’s Seconp Case or PP. 


Writing for greater symmetry m= gq, = =f, so that fg =1; also ma= y, 


and consequently A = fy, we take c and y for the two parameters respectively, 
or write c= ¢t, y = 0; also changing the letters wu, v, we write 


..7 3%.» 


a 
“1, 2 ¢ g Fie 2 *# 2S @ 





and the six equations thus are 


A+ BP +0 =1, 
cttiz2 —P =0, 
A+it0 —gi =0, 
yt —Tl =0, 


B+oc —/fd =0, 
Adx + Bdy +Cdz= 0. 


We seek for the differential equation in z, ¢, 6. We have 
A+B4+C’=1, A=t(g—C), B=6(f—O), 
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and thence ?(ig—CYP+R(f—CP+C=1, 
that is C1 ++ 0) + 20 (9? +/%) = 1— 7? — fF, 
or multiplying by 1+ @-+ @ and completing the square, 
(+2 + @) O— gf —fop = (1— ge — POL + e+) — (ge + fe) 
= it S—gPig tg t+ g9—S/)%} 
1 


if Ey 


1 
or =9t—/e, 


and thence giving a determinate sign to the square root, say 


, 1 
(++ 0)C=g?+/0 — 7: 


an equation which may also be written 


1 1 P 
In fact, observing that 7 - eQ= (f—g)1 ++), we deduce from the 
original form 


1 1 _— 
(ge — Sr) C= — Not +) ae 


— (7 ~5)( = 7" a) 





or throwing out the factor 7 “he 5 , and reducing, we have the required value ; 
and thence forming the values of A and B, we have 
- ‘so Lt) gn ST Oe 
= Gg) A er ee 


we have, moreover, 

ectize=P, y+he=—T, 
or differentiating, and writing P, and I’ for the derived functions in regard to 
¢ and 6 respectively, 
dx = — tdz — zdt + P,dt, dy = — 6dz — zd6 — II'd6. 
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The equation Adz + Bdy + Cdz = 0 thus becomes 


| - — Ttdx — O6dy +~ Fag @= 
viz. this is 
[— ¢7(— tdz —2dt+ P,dt) — 00 (— 6dz — 2d6 + Il'dt) ](f— g) + (/T— gO) dz = 0, 
or collecting, 


(s+ (£-— 9) #) T—(9 + (9 —S)) 0] dz + (tTedt + 002d0)(f — 9) 
— (tTP,dt + 6@TI'dd)(f — g) = 0, 
that is, 


(Ste + (F—g) 2(tTat + 0000) — (f — g)(tTPrat + OTA) = 
which is an integrable form as it should be, viz. the equation is 
d(p—@)2— F— leTPrat + G0TVAD) = 0, 
and we obtain 
(p-@)-V— of (rPrat + poras) = 0 


the constant of integration being considered as included in the integral. But 
it is proper to alter the form of the second term, Take F’,, ® arbitrary func- 
tions of ¢, @ respectively; and writing /,, ®’ for the derived functions, assume 


Pax 24 , -f. we have 
[erp + ponds) = J (9? (Gh), @ + fo (Sr) a0) 


In fact this will be true if only 


(— r+# = = 


which are equations of ies form in ¢, F ae and it will be sufficient to 
verify the first of them. Effecting the differentiation, the terms in /), destroy 
each other, and there remain only terms containing the factor 4, and throwing 


this out we obtain 


= 

















gt T, 


—1+- + Fe =0, 


viz. this is 
—1+g9(f/+¢—9)?)—9 (f-)= 


which is identically true, and the equation is thus verified. 








Be 
ee 


9 





i 
“| 
4 
4 
‘ 

















ais 





3 
3 
3 
i 
¥ 
: 
% 
5 
* 








CayLEY: On the Surfaces with Plane or Spherical Curves of Curvature. 85 


The foregoing result is 


1 1 } OG’ 
we then have 
ae Im 
et tz — 73 =0, y+ 62 — 63 sO, 
and hence, repeating also the equation for z, 
i. <tee FOP’) ri; a 
( a = + (f—g{—t(F + ®) ss rey 7 +(— i+ ap p=. 
1 1 gt0F, S\P _ 
(7-69 t+ V—9{—01F + ©) + Se k+( 1-gpe=9, 
1 1 gt, Oo’ 
(h-S)ety-of ree 2 =0 


equations which give the values of the coordinates x, y,z in terms of the 
parameters ¢, 0. It will be recollected that fy = 1 (f or g being arbitrary), that 
the values of 7’, O are 


1 1 
a Hltf—-nt qe=sitt S/F, 


and that #, ® denote arbitrary functions of ¢, 6 respectively. I repeat also 
the foregoing equations 


It _mJi—% 


A, 8, C= — tla @ <a fe. 


The equations may be presented under a different form; we have 


— tTx — 0@y +Ge. +F+0=0, 


—/T(«+hz)+h=0, 
— gO’ (y + 02) + B= 0, 


where it will be observed that the second and third equations are the derivatives 
of the first equation in regard to ¢ and 6 respectively. We thus have the required 
surface as the envelope of the plane represented by the first equation, regarding 
therein ¢, 6 as variable parameters. Moreover, the second equation (which contains 
only the parameter ¢) represents the planes of the curves of curvature of the one 
set; and the third equation (which contains only the parameter @) represents the 
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planes of the curves of curvature of the other set. It is to be observed that from 
the equations for /, A (viz. A+t@=gt and B+6C=/9) it appears that for 
any plane of the first set the inclination to a tangent plane of the surface is 


= cos-! —# 


JI +2’ 
fo 

VI+0* 

It may be remarked that the last mentioned results may be arrived at by 
the consideration of an equation Ax + By + Cz+ D=0, where the coefficients 
are functions of ¢ and @ (A a function of ¢ only, and B a function of 6 only) such 
that the derived equations A,;z + C\z+D,=0 and Bx + C’z+D'=0 depend 
the former of them upon ¢ only, and the latter of them upon @ only. 

A very simple case of the equation is when f=g=1; here T=O=1, 
and the surface is the envelope of the plane z— tx —6y + F+0=0. 

Returning to the general form 


and that for any plane of the second set the inclination is 





= cos~! 


— tTx — 60y + Fat Krt+o=o, 


I transform this by introducing therein in place of ¢, 6 two variable parameters 





a, 8 which are such that kha = — tT, kB = 60 (i a constant which is presently 
put = FS , we find 
a Se ght 

~ 1 ff —gpe a e 

and thence 
saa stale — (f— g) ka’, e=—,*' —(g —f) PB’, 

1 

or putting k = Fe these last values are 
1 


—- 4 coe wee ot 74? 
t= 7 a’, Oe te 
and we hence obtain 
IP MS gs .. Me ee 
a eee 
1 / f 
Vf—9 


vine — Fe viFBt, 
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say this is = kiaV1— a? — uv 1 + B*}, 


= 
Mp mgt OO eng! 


where 4 = and therefore 47 — 2 = 1 or wu=V2? — 1. 
Hence writing f+ 6=k(A-+ B), k times the sum of two arbitrary func- 
tions of a and @ respectively, the equation becomes 


ax — By +2 {avi —e@@— V7? —1V714+8}+A4+ B=0 


viz. the surface is given as the envelope of this plane considering a, @ as two 
variable parameters. This is the solution given by Darboux, “ Lecons sur la 
théorie générale des surfaces, etc.,” Paris, 1887, pp. 128-131. He obtains it ina 
very elegant manner, starting from the following theorem: Take A, Aj, etc., 
functions of the parameter a, and B, B,, etc., functions of the parameter @; then 
if we have identically 


(A, — B,)’ + (A, — By)’ + (A; — Bs)’ = (A, — B,Y’, 
the required surface will be obtained as the envelope of the plane 


(A, — B,)x + (A, — B,)y + (A; — B3)z = A— B, 


where A, B are two new functions of a, 3 respectively. 

The foregoing identity is the condition in order that each sphere of the 
one series (~ — A,)’ + (y — A,)’+ (2 — A)? = Aj may touch each sphere of the 
other series (« — B,)’? + (y — B,)? + (2 — B;) = Bi; the two series of spheres. 
thus envelope one and the same surface which will have its curves of curvature 
of each set circles: viz. this will be the surface of the fourth order called 
Dupin’s Cyclide, the normals whereof pass through an ellipse and hyperbola 
which are focal curves one of the other, and which contain the centres of all the 
spheres touching the surface along its curves of curvature. The equations of 
the ellipse and hyperbola may be taken to be 


2 
(f+ 3r=1, y=0) and (¥—giq=-1 x=0) 


respectively, and we thence obtain the required PP surface as the envelope of 
the plane 
ax — By + (AVI —at§ —V¥—1V1 + Pet A+ B=0. 





88 CayYLEY: On the Surfaces with Plane or Spherical Curves of Curvature. 


Tue Case PP1°=Serret’s First Case or PP. 


We deduce this from the second case by writing therein m= 0, that is, 
g=9, f=; but it is necessary to make also a transformation upon the 
parameter 6, viz. in place thereof we introduce the new parameter o, where 
Fax: a 

i—9" 

2 2 
a all ae ak a 


and thence 


96 = —— 6 een. ce . £- 
Vg+(g—f\e VfVv1—@? fy 
1 
We have also 7= Jf + j—-e = TW = Pp 
tuting these values, considering ® as a function of g, and for / + ® writing 
as we may do “<2, the equation becomes 

<n Py - - + F+® 

JVIVI +e” — AfVI—@ | AfV1+2 Jf 


where the divisor »// is to be omitted. Hence finally, instead of @ restoring the 
original letter 6, and again considering ® as a function of 6, the equation is 


, this gives 


for g = 0 is = 7. 


when g= 0, and substi- 





= 0, 


2—tx by 


Sit? wi pr + ees, 


viz. here F, ® are arbitrary functions of t, 6 respectively, and the surface is the 
envelope of this plane considering ¢, 6 as variable. 

We obtain an imaginary special form of PP1° by writing in this equation 
ké for @ and then putting k=; the ® remains an arbitrary function of the new 


6, and the equation is 
Z — 


att F+o=o 


(t= —1 as usual). This is in fact the equation which is obtained from PP3° 
by simply writing therein g = 0 without the transformation upon 6. 


& 
Be 
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e 
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: 
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PS. Tue Sets or Curves or Curvature, THE First PLANE, THE SECOND 


SPHERICAL. 
The six equations are 
A?+ B+ med, 
ax + by + cz + u =O, 
Aa+ Bb+ Ce+/1 =.@, 


ety +2 — 2ax — 2By — 2yz2— 2w=0, 
A(x—a)+ Biy—B)+ C(z—y)—a =0, 
Adx + Bdy + Cdz = 0. 


The condition is 
aa + b@+cecy—A+u=0, 


LSE Raa epee MS aa 











‘ (not containing v so that this remains an arbitrary function of 6). The cases are 
a b c l U a fe) Y A 
q PSY | a b ce 0 0 0 0 0 a 
‘ PS2 a b c U ml 0 0 0 m 
a | 1 
y 0 _ Saxe 
; PS3 4 & «@ me 0 | 0 0 y —¥ 
i PS4 | a b 0 Y ml 0 0 y m 
a PSS a 6b 0O 0 0 0 oO y» a | 
rye 66 e l ml a Oo y m | 
| 
PS7° a b 0 ma 0 a 0 y — a | 
- 4 





where m is an arbitrary constant and in the body of the table the other italic 
letters are arbitrary functions of ¢, and the greek letters arbitrary functions of 0. 


RRMA is cs Ee ah ie 


PS1° is Serret’s first case of PS, included in his second case. 
PS2 gives developable. 

P§3° is Serret’s second case of PS. 

P§S4° is Serret’s third case of PS. 

PS5° gives circular sections (surfaces of resolution). 

PS6° gives circular sections (tubular surfaces). 

PS7° gives circular sections. 





BY 
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I consider 
PS3° = Serret’s Seconp Case or PS. 


The six equations are 
A+tB+ C=, 
ax + by + cz =0, 
Aa+Bb + Ce=— em, 
ty! +(2—moy=0 + mi, 
Ax +By + C(z—m)= 9, 
Adz +Bdy+ Cdz=0, 


(where a, b, c are assumed such that a? + 0?+ c= 1). We easily obtain 
(1—¢)A=— ace (C+ m)— bvVQ, 
(1—e) B= — be (C +m) +avVQ, 


and thence 
aB—bA=WwvV/Q, 


where 
Q=(1—e\1l— C)—e(C+ my, =1—e&—C — 2°Cm — Cn’; 


also 
e/1 — em? = Aov 1 — em? + (60 — cB) V6 + (m’® — 1) 9’, 
yV 1 — em? = Bon 1 — &m® + (cA — aC) VO 4 (m* — 1) 9’, 


2/1 — em? = (C+ m) ov 1 — em + (aB— bA) V0 + (m? — 1) @. 





We seek for the differential equation in C,¢, 6. From the equation 
Ax + By + (C— mo) z= 9, 
and attending to Adx + Bdy + Cdz= 0, we deduce 
cdA + ydB + (2 — mp) dC — (1+ Cm) ¢@'d6=0, 
and we have herein to substitute for dA, dB their values in terms of dC, dt, dé. 


We have AdA + BdB = — CdC, 
adA + ldB =—cdC — Q, 


if for shortness Q = Ada + Bdb+(C+ m)dc. Hence 
J/OdA =(— cB + bC) dC — BQ, 
JS OdB=(—al + cA) dC + AQ. 
We find without difficulty, 
(1 — ec) Q= (C+ m)de 4 (adb — bda)VQ, 











PEM Se EE NESS DEN 


‘Si am Min Se oy Sed 
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and consequently, 
I—e@)VWAdA={ b(C+em)—acV/Q}de 
— B\(C + m) de + (adb — bda) VQ}, 
(1—&)VOdB= {—a(C + em) — be Q} dC 
+ A1(C + m)de + (adb — bda) /Q}. 
Substituting these values we have 
(ba — ay)(C + &m) — (ax + by) e/Q} dl 
— (Bu — Ay){(C + m) de + (adb — bda) /Q} 
+ (1 — &)V/ 25 (z — mo) dC — (1+ Cm) 9'db} = 
viz. this is 
{(bx — ay)(C + em) — (ax + by) e/Q + (1 — &)(z — m@)V/Q} dC 
— (Bu — Ay)}(C +m) de+ (adb — bda)/Q} 
—(1—)\(1 + Cm)V O9'dI = 0. 
The coefficient of dC contains a term — (ax + by + z)e/Q which is = 0. 
Moreover, we have 


be — ay = — ov + tm 6 + (m? — 1)¢°, 


and then 
(1 — &)(Ba — Ay) = — ¢(C + m)(bu — ay) — can Q 


=—¢(0+m){— ov + Ee 





oi? / 6 + (m*? — 1) 9” 


OV 8 7] 
— eval (c+ mo+™ Fi aa et, 


which, observing that the terms in Co/Q destroy each other, and that we have 
(C+ m)(C+em) + Q=(1—e)(1+ Cm), gives 


e(1 : = 


Ba — Ay = — os aes 


J) + (m? — 1) ¢’, 


and the equation becomes 


om 


0 
| (—9vn+ te V0 + (m? = 1) 9*)(C + em) + 20 


—(1-—¢) mor O}dC 


—c(1+ Cm) pe —e | (0+ m) de + (adb — day} 


eu 


—(1—¢) /Q(1 + Cm) q'dd = 0. 
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Here the coefficient of dC is = [z—(C +m) @]VQ+ ce) om) S01) FF 


VONO + (mi? — 1) 9° 
V/J1— em 
observing that Q + (C + em)? = (1 — &m’)(1 — ©’), this coefficient is found to 

be =V7 1 — em? (1 — 2) 10+ (m’ — 1) ¢’, and we have 
VJ 1— cm (1— &) V6+ (m’— 1)¢ dl 
er Cm) 5+ + —— {(o+ m) do + (adb — baa) 


—cn’ 
—(1—e)\(1+ = pone = @, 
or as this may be written 


1 {~ 1—e’'m'dC (C+ m) ede c (adb — bda) 
n tts 








or substituting for z—(C+ m)/Q its value = , and 











1+ Cm (1— &)VW1— en? 





(—é)V1—em 
po 
— AO+ (m?— 1)¢? 
where from the foregoing value of Q we have identically 
Q(1— m’) = (1 — &)(1 + Cm) — (1 — 'm’)(C + m). 


Here a, 6, c are functions of ¢ and we have thus the required differential equa- 


= 0, 


tion in C, é, 6. 
It is convenient to multiply by the constant factor /1—m?. The first 
term is an exact differential, viz. writing 
, W1—em C+m Ba D soe — m?>r/ Q 
a ¢ = ~ , and therefore cos ¢ = — 
$ J1—e 1+0m’" aca —e(1+ Cm)’ 
we have 


J1— mi? {~ 1—emdC , (C+ im)ede © 


w= —7Q | t+0m + A—AWV1—ew 
as may easily be verified. And the second and third terms are obviously the 
differentials of a function of ¢ and a function of 0 respectively. But to obtain 
the integral functions, a transformation of each term is required. 

/ 1 — mc (adb — a. 
(l1—&)/1— em 
which are such a?+ b’+c?=1; and then writing a,, b,, ¢, for the derived 
functions so that aa, + bb, + cc; = 0, we assume a’, b’, c’ = Va,, Vb,, Ve, where 


First, for the term ; we take a, b, c functions of ¢ 


1 
— ~¢ 2 2 22 . € ia hd € YY ——- € 4 —— 
ya 4 + bj + cj; we have therefore aa’ + bb’ + cc’ = 0, and a?+ b?+ c?= 1; 
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and then writing a”, b’, ec’ = be —b’c, ca’— ca, ab’ —a’b respectively, we 

have aa’ + bb” + ce’ = 0, ala’ + d’'b” + ce’ =0, a? + bd? +c?=1; thus 

a, b, c, a’, b’, c, a”, b”, ce” are a set of rectangular coefficients. We then write 
a,b,o= = + mb"), ; (b’ — ma”), > ¢, 


determining p so that a’ + l?+ c= 1 as above, viz. we thus have 
= (1 + em) + c?m’. 
Observe that we thus have »? (1 — ce’) =p’ — c” and p’ (1 — c*m’) = (1 + em). 
Writing now 


ws Cm , C+ m e!/ 1 — me 
T= tan— me and therefore sin 7’ = — Vine’ cos T= —> “Spa 
we find that v= V/1— mc (adb — bda) 





(1 — °)V 1 — Cm 
The verification is somewhat long, but it is very interesting. We have 


J 1— m’ {e'de —(¢ + m) de" 





aT = a a 
or observing nas oe = ab’ — a/b, = V(ab, — a,b), de = e,dt, this is 
J 1 — mi 
aT = = f V (ab, a a,b) GE (ec + m)[ Vi (ab, — a,b) + V (aby om @y,b) | dt, 


where we have 
1 

i 

also from aa,-+ bb; + cc; = 0, we have a?+ b? + c? + aa, + bb,, + ec, = 0, 
and we thence obtain 
VJ 1 — m? ry ‘dt 


2 


aT= p nae {— (ab, ae a,b) Cy (aay + bby a CC) 


— (c+ m)[— (ajay + bby + Cyen)(aby — ayb) + (aj + b} + cj)(aby — bay) ]f, 
the term in [] is found to be = —¢,}a,,(be,—b,c) + by (cay— cya) + ey, (aby— a,b) }, 
hence ¢c, appears as a factor of the whole expression, and reducing the part inde- 
pendent of m, we find 


== 73 
dT= a= be A ~_ {(aybyy — ayb,) + m [ay (be; — b,c) 


p” — ¢* 
+ by (ca; — ea) + Cy (ab; — a,b) ] f. 
Next calculating the value of adb — bda, we have 
V V 
om {a, + m (ca, — qa)}, b= tb — m (be, — bye)}, 


i 


o 
-= a?+ bi?+ c, and therefore — or) = a8 + dyby + ey; 
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or as these may be written 


a= — Ja (1 + cm)—acqm}, b= 


Vy 
rs {by (1+ em) — bem}, 
and we thence easily obtain 


ih Bilee a (1+ om){a,by, — aub;) 


+ m [ay (be; — bye) + by (cay — Ga) + Cy (aby — a,b)]}, 
viz: the factor in { } has the same value as in the expression for d7, and we 


thus have dT J1—m Veg? _ c/ 1 — m’? 
adb — bda (1+ cm)(p? — eo?) 41 — em fi)" 
that is, _ 71 — me (adb —bda) 
dT= a ; 
(l1—@&)V1— em 











the required equation. 

/1— m 9'dd 
JO + (m?—1)o 
such that writing ®’ for the derived function we have 

Tov — 26a’ _ &B— 269! 
i410 eee E 4(1— m) 60?’ ~~ J/ MU 
whence also 


Secondly, for the term 3, we introduce ® a function of 0, 


suppose, 


_ V0 + (m’? — i ob — 260’ 
of Siete VO —  ... 
aid ' J0+(m'— 19 VO+ (mi — 1) 


The iting ; ae ‘im 2 
Ne ii gl el eo= ii ua 1a 


110 2, == CF eeeGiee ois Iai (mn! — i 


JO 

















we find 


_ i ¢ 71 — m (bd — 260") 0 
cos 0 d0 = — ? Oa O ; 


that is, —7V1—m' (6 — 20") dé 
dO = - ’ 
O80 + (m? — 1) 0 


— m2 a 
witli ee 26g!) do 


that is, —— — V7 1— m? ( — 269’) dd 
ONO 4 (m* — 1) 9’ 


and similarly 
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Hence 
/ 1 — m a — o— 269" 
— 40 + d= ee + (m? —1) 6? VO+ (m? — 4} i 
_Vv1i—m m is — (¢ — 269’) 6 __v1—>m 9g'dé 
20 / 6 + (m?— 1)¢ ie > = SO + (nm? — 1)@?’ 


the required equation. 
We find, moreover, 


rin (O— 0) = VI VE ie cos (O— ©,) = 1a 20 er 


which will be presently useful. 

The differential equation now is df —d7’+ dO —dO,= 0, hence the inte- 
gral equation (taking the constant of integration = 0) is€= 7—O+0,, or 
say 





sin § =sin (7—0+8,), 


viz. substituting for sin 7 and cos 7’ their values, and observing that 


; V1—em C+m ltem C+m 
sin ( = — ——, == ee 
J1—e 1+ Om / oF — c?.1+ Cm’ 
the factor —- 7 oe = = multiplies out, and we have 


(1 + cm) —; i ct 7 = = (¢ + m) cos (O — O,) — e’V 1 — m’ sin (O — O,). 


And I further remark here that a former equation is 
Q (1 — m*) = (1 — &)(1 + Cmy — (1 — &m?)(C + my, 
that is, 
1— mm — (1— &m’)(C + m)) _ is 
21+ Om =0—%) = (1—)(1 + Om)? }= (1 — ¢*) cos’c . 
We thus have 


SOR — ne cos ¢, 
= en/1 — m? cos (Q — Q)) +(e + m) sin(Q—Q,)}. 


We have thus C, and consequently also A, B, a, y, 2 all of them given as 
functions of ¢, 6; but the formulae admit of further development. 


Write C+ m s—m 
sx eal ;—~ , whence also C= — . 
1+ Um 1 — ms 
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We have C(1—ms)+m=s, and hence (1+em){ C(1—ms)+m}, =(1+ em) s, 
=(¢ +m) cos (0 — ©) — ce’ 1— m’ sin (O—O,). Using the value of C 
given by this equation, and aes from it those of A, B; then writing for 


shortness 
X = av/ 1 — m’ cos (O — ©) — (a” — mb’) sin(O— ®,), 


Y= bv 1— m’ cos (OQ —®) — (b” + ma’) sin(O—®), 
Z= (e+ Mm) cos (O — OQ) —c’V1—m’ sin(O —®,), 





we have 

A(1— ms)(1 + em) = V1— eX, 

B(1—ms)(1 + em) = V71—*m’Y, 

C(1 — ms)(1 + cm) = Z—m(1+cm), 
to which I join g(1-+cm)= Z. 


By way of verification observe that A? + B?+ C?= 1, and that the equations 


give 
(1 —mzs)?(1-+ om)? = (1— m*)(X?+ Y?+Z") + m?Z? —2mZ (1+ em) +m (1+ em)’; 


we have X*+ Y?+ Z?=(1+ cm)’, Z=s(1+cm), and hence the identity 
(1 — ms)(1 + em)? = (1 — m? + mm’? — 2ms + m*\(1 + em)’. 
Proceeding to calculate the values of «, y, z, recollecting that “1— c’m? 
a = (1 + cm), we have 
a (1+ cm) = Ap (1 + em) + p (6C— cB) V6 + (m’ — 1) @’, 
= Ag (1 + cm) + {(b! — ma") C— BL V6 + (m? — 1) @’, 








that is, 
x (1 + em)(1 — ms) = @V 1 — m?2X + rea ae m(1-+cm)) 
—c V1 — mY} V0 0 + (m?—1)¢" 
= oV1—mX+ + J (mat) ed Ta Y}/ 0+ (m?—1)¢ 
— m(b' — ma”) / 6 + (m’? —1) ¢’, 


where the term (b’ — ma’) Z— c'/1—m’Y contains the factor 1+ em; in fact 














this is 


=(b'—ma")} (c+ rm) cos (O — ©,) — ce’ 1 — m’ sin (OE — ©,)} 
— V1 —m {bv 1 — m* cos (CO — ©) — (b” + ma’) sin(O—®,)}. 
The coefficient of the cosine is (b’ — ma”)(c + m) — be’ (1 — m?), which is 
= b’ec— be'+ m (b’— ca") + m® (— a”+ be’), =— a” + m(b’— ca") + m?(—Db’e), 
= (1 + em)(— a” + mb’), 
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and similarly the coefficient of “1 — m? sine is — e” (b’ — ma") + c!(b” + ma’), 
= — b’e’ + b"c' + m(a'e + ac’), = —a + m(— ac), =(1+em)(—a). Cal- 
culating in like manner the values of y and z, and putting for shortness 
X, = (—a’+ mb’) cos(O— O,) — av 1 — m’ sin (O — 0), 
Y,=(— b’— ma’) cos(O— O,) — bv 1 — m’ sin (O — @,), 
Z= (— c'V 1 —m’) cos(O—O,) + (c+ m) sin(O— 9,), 
we have 





— ov 1— m?X + Xv 0+ (m?— 1) g*— m(b! — ma")V/ 8 + (m?—1) g*, 
y= ov 1— mY + Y,V/0+(m?—1) + m (a! + mb")/ 0 + (m?—1) ¢’, 


2= V1 — mf oV1— WZ 4+ ZV0+ (m?—1)¢"t, 
which are the required expressions of 2, y, z in terms of ¢ and @._ It will be 
noticed that Y, 1, Y, Y%,, Z, Z, each contain a term with cos (O — O,) and 
one with sin(O — ©), but as the terms in Y,, Y,;, Z are each multiplied by 
/6 + (m> — 1) ¢*, the cosine and sine terms of X, X,, of Y, Y, and of Z, Z, do 
not in any case unite into a single term. 
I remark that we have identically 
aX+bY +cV1—mZ =0, 
aX, + bY, +e/1— m'Z,= 0. 


The foregoing values of x, y, z thus satisfy ax+ by +cz=0, which is one 

of the six equations. The others of them might be verified without diffi- 
1 1 1 

culty. I recall that we have a, b, c= — (a' + mb’), = (b’'— ma”), —c’; the 
y) p 0 


‘ j 


six equations might therefore be written 
A+ B+ C*=1, 
(a' + mb”) « + (b’— ma")y +ez =0, 
(a’ + mb’) A + (b'— ma") B+ /C= — em, 








a’ + y? + (z— mo) = 0+ m’¢’, 
Ax + By + C(z— m9) = ®, 
Adx + Bdy + Cdz = 0. 


THe Case PS1°= Serret’s First Case or PN. 


This is at once deduced from PS3° by writing therein m = 0; the formulae 
are a good deal more simple. We introduce as before the rectangular coefficients 
13 
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a, b, ce, a’, b’, ce, a”, b”, ce”, and the values of a, b, c then are a’, b’, c. The six 
equations, using therein these values for a, b, c, are 
A+B +C* =1, 
ax+by +cez =0, 
VA+HVB+cC =0, 
P++-y +e =8, 
Ax+ By +Cz =$. 
Adx + Bdy + Cdz=0. 


a o_o , 
The function ® is such that ¢ = Ji a” yar We have 
ee _VI— 
snO = /0 cos O = ~— ’ 
f_ v2 
an 0, = > cosQ, = pA Tet 
and thence 
2'r/ § — 1 — 20’ 
sin (O — O,) = - —y M3 ©8 (O— 0,)= —— 
Also oe 
C /1— ce? — c | ce! 
cos T= ——— 





sin { = roe cos ¢ = or ea sin 7= ene ree E 
¢=T—0+4+0,, C=ccos (O —O,) —c” sin (O— O,), 
/1— ?— 0? =e! cos(O — ©) + ¢ sin(O—®,). 

We have 
A= X=a cos(O—0,)—a" sin (O— O,) ; X\= a’’ cos (O — ©) +a sin (O—9O,), 
B= Y= bcos(O— @,) — b” sin(O—®,); Y, =b” cos(O— O,) +b sin (O— O,), 
C= Y=c cos(O— O,) —c” sin (O— 9,); Z, =c"’ cos(O— O,)+¢ sin (O—9O,), 
and then 

v= Xpo+ MV0— ¢’, 

y= Yo + YWV0— ¢’, 

z= Zp + ZV0—¢’, 


which are the expressions of the coordinates in terms of the parameters ¢ and 6. 


(To be continued. ) 











Remarque au sujet du théoreme d’Euclide sur lVinfinitée 
du nombre des nombres premiers, 


Par M. JosepH Perrott & Gra-Thumiac (Morbihan). 


Il convient d’abord d’exposer les notions de la théorie des groupes eulériens.* 
Imaginons un ensemble Q composé d’un nombre fini n d’él¢ments différents entre 


eux 
Ay, Ay; oeee An—1) An 


Chaque élément sera d’ailleurs considéré comme figurant dans l’ensemble Q 
autant de fois que l’on veut. A chaque couple d’¢léments a, et a, de l'ensemble 
©, on peut coordonner un élément faisant partie du méme ensemble. Nous 





* Fermat, Lettre du 18 octobre 1640 (Opera varia. Tolosae, 1679, p. 163); Euler, Observationes de theorem- 
ote quodam Fermatiano aliisque ad numeros primos spectantibus (Commentarii Academiae Petropolitanae, 
t. VI, p. 103), Theorematam quorundum ad numeros primos spectantium demonstratio (Comm. Acad. Petrop. 
t. VIII, p. 141), Zheoremata circa divisores numerorum (Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, 
t. I, p. 20), Theoremata circa residua ex divisione potestatum .relicta (N. Comm. t. VII, p. 49), Disquisitio 
accuratior circa residua ex divisione quadratorum altiorumque potestatum per numeros primos relicta 
(Opuscula Analytica, Petropoli, 1783, t. I, p. 121), Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum 
per numeros primos resultantia (N. Comm. t. XVIII, p. 85), De quibusdam eximiis proprietatibus circa 
divisores potestatum oecurrentibus (Opusc. Anal. t. I, p. 242), Miscellanea analytica (Op. Anal. t. I, p. 329) ; 
Gauss, Disquisitiones arithmeticae, passim, Démonstration de quelques théorémes concernant les périodes 
des classes des formes binaires du second degré (Werke, t. II, p. 266); Abel, Mémoire sur une classe particu- 
liére d’équations résolubles algébriquement (CEuvres, Christiania, 1839, t. I, p. 115); M. Schering, Die 
Fundamentalelassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen (Abhandlungen der Koniglichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Bd. XIV); M. Kronecker, Auseinandersetzung einiger 
Figenschaften der Klassenanzahl idealer complexer Zahlen (Monatsbericht der Berliner Academie vom 1 
December, 1870); MM. Frobenius et Stickelberger, Ueber Gruppen von vertauschbaren Elementen (Journal 
fiir Mathematik, Bd. 86, p. 217); M. Weber, Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische 
Form unendlich viele Primzahlen darzustellen fihig ist (Mathematische Annalen, Bd. XX, p. 801); M. 
Schering, Zur Theorie der quadratischen Reste (Acta Mathematica, t. I, p. 153); M. Weber, Theorie der 
Abel’schen Zahlkérper (Acta Mathematica, t. VIIT, p. 193 et t. IX, p. 105). 

Ce n’est qu’aprés avoir achevé le brouillon de mon travail que j’ai eu connaissance des travaux de 
MM. Frobenius, Stickelberger et Weber que je viens de citer. C’est pour cette raison que ma termin- 
ologie différe souvent de celles de ces géométres. 
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désignerons ce dernier élément par a,,;, et nous écrirons 










Ay,y, = Ay, i 





Si Yon donne tant 2 qu’a & toutes les valeurs depuis 1 jusqu’d x, on obtiendra 
n® relations analogues 4 la précédente. On voit que a, , doit avoir un sens méme 
dans le casolh=k. Side plus a,, , différe toujours de a,,_, tant que h, différe 
de fA, et a,,,, différe toujours de a, ,, tant que /, différe de &,, l'ensemble Q 
porte le nom de groupe. Il est clair que la maniére de coordonner les éléments 
entre dans la définition du groupe ©. Le nombre n est lordre du groupe Q. 
Si 4 chaque élément a, du groupe Q on peut coordonner un élément aj d’un 










groupe Q’ composé de 7 éléments 






i ee ees 





et si de plus aj, sera toujours l’élément coordonné a a,,, quelles que soient 
les valeurs de fA et de k, la théorie du groupe ©’ sera la méme que celle du 
groupe Q. . 
On peut imaginer un procédé arithmétique tel qu’en l’appliquant sur les 
indices h et & on obtienne l’indice h, & 
p(h, k)=h, k. 















Quelquefois il est commode de remplacer ies indices 

| Pe ee 
par d’autres nombres différents entre eux 

ee ae 
afin de simplifier le procédé @. Bien souvent, quand les éléments du groupe 2 
sont susceptibles d’étre l’objet d’une opération mathématique, il existe une opéra- 
tion y tel qu’on ait pour toutes les valeurs de h et de k, 

wy (Ay; x) = nk 


Un tel procédé y porte le nom de composition et nous dirons qu’en composant les 
éléments a, et a,, on obtient l’élément a,,,. Nous emploierons cette facon de 
parler méme dans le cas ot nous ferons abstraction d’un procédé tel que ~. Un 
groupe est dit associatif quand on a toujours 


Ay Ky = GHAk 1 


quelles que soient les valeurs de h, ket 7. Un groupe est dit commutatif quand 
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on a toujours yg FE en 


quelles que soient les valeurs de h et de k. 
Un groupe peut étre associatif sans étre commutatif. On peut citer comme 


exemple le groupe bien connu qui se présente dans la théorie des fonctions 
elliptiques. Ce groupe se compose de six éléments 


ay, Az; Ag, U4; As, Ag 


que l’on coordonne de la maniére suivante 
lis 1 12= 32 13=3 14=—4 16 = 65 16206 
31 = 9 232 = 1 23 = 4 24=38 25 = 6 26= 5 
a1 = 3 33 = 6 33 == 1 34 = 5 35 == 4 36 == 9 
4i= 43=2 5 43 = 2 44=6 45= 3 44 1 
51=—5 63== 4 53 = 6- §64=: 3 55 56=: 3 
61=6 62= 3 63 = 5 64= 1 65 = 66 = 4 


so 


oll, pour abréger, nous avons écrit / au lieu de a, et hk au lieu de a,q,. 
Un groupe peut étre commutatif sans étre associatif. Tel est le groupe 


composé de trois éléments 
My, Az, Ag 


coordonnés de la maniére suivante 
ll = 1 13= 3 ig <3 
31 == 3 23:=2 3 23 = I 
$1 == 2 $3=> 1 33 = 3 


Un groupe associatif et commutatif porte le nom de groupe eulérien. Comme 
ce sont les groupes eulériens qui feront l’objet de notre étude, nous dirons souvent 
pour abréger, groupe tout bonnement au lieu de groupe euléricn. Quand il nous 
faudra employer le mot groupe dans un sens plus général, nous en avertirons 


dans une note. 
ys 


Soit Q un groupe eulérien d’ordre n et (A) une suite de m éléments quel- 


conques de ce groupe 
ay, As, eeee On 1; Am- 


Le nombre des éléments différents de la suite (A) peut d’ailleurs étre soit égal a 
m soit inférieur 4 ce nombre. Si l’on compose a, avec az, on obtient un élément 
que nous avons désigné par a,,,; de méme, en composant a, , avec a; on obtient 


LIBRARY OF 
L[ATHEMATIGS & ASTRONOMY 


an c 7 
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102 Prerott: Remarque au sujet du théoreme d’Euclide 


AYP ) pe . . ° . 98 
un élément qu’on peut désigner par a,,o,3 et ainsi de suite jusqu’a ce que tous 
les éléments de la suite (A) se trouvent réunis en un seul élément qu’on peut 


désigner par dy,9.....m—1,m- Nous écrirons 

yg 0 oe « Am—14m = G, 2, ....m—1, m> 
Mais cette maniére de réunir les éléments de la suite (A) en un seul n’est pas la 
seule. Soit a ae 
une permutation quelconque des m premiers nombres naturels; en opérant sur 
la suite a rere. ee 
comme nous avons opéré sur la suite (A), on obtient un élément a, a... un—sum* 
Nous verrons qu’on aura toujours 

a, 2,000.m—1,m — Ay, , Mavyciete tipo sath” 


Mais il s’en faut de beaucoup pour que cette maniére de réunir les m éléments 
de la suite (A) en un seul soit la plus générale. Remplacons deux éléments 
quelconques de la suite (A), a, et a, par exemple, par ]’élément a,,; et rangeons 
les éléments de la suite (A) ainsi transformée dans un ordre quelconque ; nous 
obtiendrons une suite de m — 1 éléments 


/ / / / 
Cy, Ap, « « « « Am—9,) Am—1 


que je désignerai sous le nom d’une suite (A’). En opérant de la méme manitre 
sur une suite (A’) on obtient une suite (A”) 


// /I // / 
Cy, Ag, +++ + An—3;, In—2- 


Aprés avoir opéré m— 1 fois on obtient un élément a§"—». II] s’agit de démon- 
1 fas) 


trer que l’on aura toujours 
cae —1 
11.9. ....0~t,0 ey ) 


c. i d. que de quelque manicre qu’on s’y prenne afin de réunir les m éléments de 
la suite (A) en un seul, le résultat sera toujours le méme. Pour m = 1 la propo- 
sition est évidente et pour m= 2 elle résulte immédiatement de la propriété 
commutative du groupe Q. Soit maintenant 


m3. 
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On peut réunir les trois éléments 

,, Ag, Ag 
en un seul de douze maniéres différentes et l’on obtient les Gléments 


Cy olg, Ay, 349, Ag, 143, Ag, 3%, Az,1%_, Az, oy, 


A535 M43 9, 2M, 3) Ug%3 15 C31 25 gM, 1- 


Or en vertu des propriétés commutative et associative du groupe Q, on obtient 


successivement 
My, 93g = Ag, 143 = Ag 3 = A,3,1 


—_— Ag, 3h Az 9h = Az | 1 = 30} | 9 


= Ag, 1g = Ay, 34g — Ag, 9 — AM, 3- 
La proposition est donc vraie pour m = 3. 
Supposons maintenant la proposition vraie pour 
m=vS3 
et faisons voir qu’elle sera encore vraie pour 


m—=v+1. 


Soit (A) une suite de v + 1 éléments quelconques du groupe Q 
ee ee oe ee 


. je considére deux suites (A’) quelconques, dont je désignerai une par (X’) afin de 
la distinguer de l’autre qui sera toujours désignée par (A’). Les éléments d’une 
4 telle suite n’étant qu’au nombre de v, il est indifférent de quelle maniére on 
procédera afin de les réunir en un seul. I] suffit que je montre que si l’on pro- 





céde d’une certaine maniére, les deux suites conduiront au méme résultat. La 
suite (A’) renferme un élément tel que a,,; obtenu par la composition de deux 
éléments a, et a; de la suite (A); les autres éléments de la suite (A’) ne sont 
autres que ceux de la suite (A) moins a, et a;. De méme la suite (A’) renferme 
un élément tel que a,., et tous les Gléments de la suite (A) moins a, et a. 

Cela étant ainsi, il y a trois cas 4 considérer. 


17 cas. Ona Gy Say, Say. 


Dans ce cas la suite (A’) ne peut différer de la suite (A’) que par l’ordre de ses 
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éléments. Les deux suites conduiront donc au méme résultat. II en serait de 


méme si l’on avait 
A, = Uy, Ay = Ay. 


me aia 
2™° cas a, — 


tandis que a, est différent de a,. Dans ce cas je déduis de la suite (A’) la suite 


(A”’) suivante "ee 


ot le pointillé indique tous les éléments de la suite (A), moins a,, a; et a,. De 
méme de la suite (A’) je déduis la suite (A’’) suivante 


An l,i» eoeee 


ou le pointillé indique tous les éléments de la suite (A) moins a, (qui est égal a 
a,),@eta;. Orona 

sg ON tees 
les suites (A’’) et (A”’) ne peuvent donc différer que par l’ordre de leurs éléments 
et conduiront par conséquent au méme résultat. La supposition 


a, = ay 
et a, différent de a, rentre dans le méme cas. 


3™° cas. L’élément a, est différent de a, et de a, et l’élément a, est différent 
de a, et de a,. Dans ce cas je déduis de la suite (A’) la suite (A’’) suivante 


An,» An ts eee e 


ot le pointillé indique* tous les éléments de la suite (A), moins a), a;, a, et %. 
De méme de la suite (A’), je déduis la suite (A’’) suivante 


Cn,ir Un,ir- > 


ott le pointillé} indique en core tous les éléments de la suite (A) moins a,, a;, a, 
et a,. Les suites (A’’) et (A’’) ne peuvent done différer que par l’ordre de leurs 
717 4 , A , e,e 
éléments et conduiront par conséquent au méme résultat. La proposition se 
trouve ainsi démontrée dans toute sa généralite. t 





* Pour v= 83 le pointillé est 4 supprimer. 

t Pour v= le pointillé est 4 supprimer. 

I Cf. Lejeune Dirichlet, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, 3te Auflage, 
Braunschweig, 1879. 
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En particulier, on peut distribuer les éléments de la suite (A) en un certain 


nombre uw de compagnies* 
B,, B,, PAS ees By; B, 


puis réunir les éléments de chaque compagnie B, en un seul élément d,; on aura 


toujours - i ae ae ue 
3. 


La grande analogie qui existe entre la composition et la multiplication 
permet d’emprunter 4 la théorie de cette derniére beaucoup de termes déja con- 
sacrés par l’usage. Si, en composant 1]’élément 6, avec l’élément 6,, on obtient 
Vélément ¢, nous dirons qu’en multipliant 6, avec 6, on obtient c; 5, sera le 
multiplicande, }, le multiplicateur et ¢ le produit. Mais comme le produit ¢ ne 
change pas, si l’on prend 6, pour multiplicande et 6, pour multiplicateur, on peut 
donner tant a d, qu’a 6, le nom général de facteur. D’une maniére générale si, 


en réunissant m éléments 
b,, b,, ee | ae Hi, 


en un seul, on obtient c, l’élément bien déterminé e portera le nom de produit, 
et chacun des éléments 6 sera désigné sous le nom de facteur. Obtenir l’élément 
S W.: 417 
ce i Vaide des éléments 
Dh, Cigia:s.s + Cmte 
par la réunion de ces derniers en un seul, s’appelle effecteur le produit des dits 
éléments. Nous avons vu qu'il y a plusieurs manicres de réunir les éléments 


bh, by, Cee a | ae bin 


en un seul, mais que toutes ces manicres conduisent au méme résultat. A cha- 
cune de ces maniéres correspond une certaine manictre d’effectuer le produit des 


éléments a a ae 
En écrivant Gils s +o Bile 


nous supposons qu’on effectuera le produit en composant 6, avec b,, puis le 
résultat de composition avec 0;, et ainsi de suite. Mais toutes les fois qu’il 








* J’évite le mot groupe. 
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s’agit uniquement du produit, la maniére de l’effectuer est indifférente. L’égalité 


Oily. «ss 'ity ee 


peut donc étre considérée comme exprimant ce fait que, en réunissant les élé- 
ments 6,, bp, ...-On—1, 6, en un seul, on obtient l’élément c. Si, en composant 
b, avec b,, puis le résultat de composition avec 6,, et ainsi de suite m fois, on 
obtient élément c, nous dirons qu’en élevant l’élément 6, & la puissance m on 
obtient c et nous écrirons 


1—C. 
L’élément c portera le nom de puissance m-éme de b,. On aura diailleurs, 


comme en algébre, 
i= tit, 
(b,b.)" = byb3 


et (bi)* —_— 5. 


Tout élément b du groupe Q peut donc étre donné soit explicitement soit impli- 
citement sous forme d’un produit non effectué de plusieurs ¢léments qui 4 leur 
tous peuvent ¢tre donnés soit explicitement soit implicitement sous forme d’un 
produit de plusieurs éléments et ainsi de suite jusqu’A ce qu’on parvient a des 
éléments donnés explicitement. Si un élément 5 donné explicitement ou impli- 
citement est identique* 4 un élément ¢ donné soit explicitement soit implicitement 
pourvu qu’on exécute toutes les opérations indiquées, nous écrirons 


b=xe (gr. Q) 


afin de mettre en évidence le groupe ©. Une telle formule portera le nom 
Wégalité. Silona 

Suze (gr. Q) 
et bh=c, (gr. Q) 


on peut en tirer 
bh=ce, (gr. Q). 


En effet, si l’on obtient les éléments b et 6, sous forme explicite et que l’on 
effectue le produit 6,, le résuitat sera identique 4 celui auquel on arrivera en 








* Les identités que nous considérons seront toujours d’une telle nature que si un élément est iden- 
tique a un autre, cet autre est identique au premier et que deux éléments identiques 4 un troisiéme, 
sont identiques l’un a 1’autre. 
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obtenant d’abord ¢ et c, sous forme explicite et en affectuant le produit ec,. I 
en résulte que l’égalité 

bb, =— CC} (gr. Q) ; 
a lieu de quelque manitre que l’on réunisse en un seul les éléments qui figurent 
dans 6 et 6, d’un cdté et aux.qui figurent dans c et c, de l’autre cété. De méme, 


14 ’ —_—_— ‘y? 
si Yon a b=e er. Q), 


on en tirera 
eee a. ae oe (gr. Q) 


et on peut réunir en un seul tant les éléments qui figurent dans b, b,,.... Ona 
que ceux qui figurent dans c, ¢,....¢,—,; d’une manitre quelconque. Cette 
proposition s’énonce en disant qu’on peut multiplier un nombre quelconque 
d’égalités membre & membre. Dans le cas particulier, ot il s’agit d’une seule 


et méme égalité 
b=c (gr. Q) 


répétée m fois, on aura 
S*=c" (gr. GO), 
c. id. que l’on peut élever les deux membres d’une égalité & une puissance 


entiére quelconque. 


4. 


Passons maintenant 4 la résolution du probléme suivant. KHtant donnés 
deux éléments quelconques a et 6 du groupe Q, on demande de trouver un 
élément a tel qu’on ait 

ax = b (gr. Q). 
Nous allons montrer qu'il existe toujours un élément a satisfaisant a cette égalité 
et qu’il n’en existe qu’un seul. En effet, en composant l’élément a avec tous 
les éléments du groupe © on obtient m éléments différents, e. 4 d., abstraction 
faite de l’ordre, tous les éléments du groupe Q. En particulier, la composition 
de a avec un certain élément wu du groupe Q donnera l’élément b. On voit qu’un 
tel élément w est unique. On aura donc 


one (gr. Q). 
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Une égalité telle que 
axa} (gr. Q), 


ot l’inconnue x entre au premier degré porte le nom d’égalité de premier degré 
et u est la solution de cette égalité. Trouver la solution d’une égalité de premier 
degré se dit résoudre une telle égalité. On voit qu’une égalité de premier degré 
admet toujours une seule et unique solution. En particulier, l’égalité 


axa (gr. Q) 


admet une seule et unique solution 
om U (gr. Q). 
Soit de méme gay (gr. Q) 
la solution de l’égalité ba = b (gr. Q) 
et e=w (gr. Q), 
la solution de l’égalité ax==b (gr. Q) 
on aura bu=auvu=aw=b (gr. Q), 
d’ot U=Y (gr. Q). 
Le groupe Q renferme donc un seul et unique élément u tel qu’en le composant 
avec tout élément du groupe ©, on obtient ci dernier élément luicméme. L’élé- 
ment w portera le nom délément-unité ou tout bonnement d’unité et sera désigné 


par 1. 
5. 


Soit a un élément quelconque du groupe Q, en le composant avec lui-méme 
on obtient a?; de méme en composant a’? avec a on obtient a’, et ainsi de suite. 
Or comme la suite 


ae 


peut étre prolongée indéfiniment et que tous ses termes font partie du groupe ©, 
elle doit renfermer des termes égaux ; on aura, par exemple, 


a* =a’ (gr. Q), 
ot l’on peut supposer w>v. Il en résulte 
a*—*a’ = @° (gr. Q), 


d’oti a” =a] (gr. Q). 











a ae a Aa ik fec Cu tS. a 
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Une certaine puissance de l’élément a est donc égale 4 V’unité. Soit ¢ ’exposant 


le plus petit pour lequel on a 
G1 (gr. Q), 


il est clair d’abord que, quel que soit le nombre entier positif £, on aura 
a= (gr. Q). 

Je dis qu’inversement, si l’on a 
a*= 1 (gr. Q) 


le nombre w est divisible par¢. En effet, divisons w par ¢, si la division se fait 
sans reste, la proposition est démontrée; si non soit & le quotient et 7 le reste 
qu’on peut toujours supposer positif et inférieur 4¢. On aura 


ae) de (gr. Q) 

d’ou a 2 (gr. Q), 
contrairement 4 notre supposition que ¢ est le plus petit exposant pour lequel 
on a a= 1 (gr. Q). 
Le nombre w est done divisible par ¢. En général, si l’on a 

a* = a" (gr. Q) 
on en tirera Uu=v (mod. 2) 
et inversement. 


Cela étant ainsi, on peut donner un sens aux puissances de a ayant pour 
exposant zéro ou un nombre entier négatif. Hn effet, on peut faire 


=e = 1 (gr. Q). 
De méme si — wu est un nombre négatif divisible par ¢, on fera 
a*== 1 (gr. Q). 
Si — uw n’est pas divisible par ¢, soit & le quotient et / le reste qu’on peut toujours 
supposer positif et inférieur 4 ¢; on fera 
e*ma" “=a = (gv. &). 
Si lon a d= (gr. Q) 


et que ¢ est le plus petit exposant positif pour lequel une telle égalité a lieu, on 
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dit que, dans le groupe ©, V’élément a appartient 4 l’exposant ¢. Tout élément 
du groupe © appartient donc a un certain exposant. 
Appliquons les considérations précédentes & la résolution de l’égalité 


ax = b (gr. Q). 
Si a appartient 4 l’exposant ¢, la valeur 
gu gat" (gr. Q) 
satisfait évidemment 4 l’égalité précédente. C’est donc la solution cherchée qui 
est unique comme nous le savons. Si l’on connait l’exposant ¢* auquel appar- 
tient un élément a, il est facile de déterminer l’exposant auquel appartient une 


puissance de a telle que a*, par exemple. En effet, soit d le plus grand commun 
diviseur de ¢ et de &, on aura évidemment 


t 


k 
7] 


o 2 | (gr. Q). 
Si a‘ appartenait 4 un exposant ¢ inférieur a gon auralt 


ae (gr. Q) 
dot kr =0 (mod. ¢). 


t 
Gt = é@ 


Le nombre kz serait done un multiple tant de / que de ¢, ce qui est impossible 


ar t 
car on a he <h 


et i : est le plus petit commun multiple de / et de ¢. 


Si a appartient i lexposant ¢ et b & Vexposant w et ¢ et w sont premiers 
entre eux, l’¢lément ab appartiendra a l’exposant tw. En effet on aura évidem- 


ment (aby* = ab" = 1 (gr. Q). 
Si ab appartenait & un exposant g inférieur a ¢w, on aurait 


tu=0 (mod. g) 


5 tu ; See ‘ e 
et le quotient — serait divisible par un nombre premier tel que p. D’ot 
g , 7 


(ab)? os i (gr. 2). 


* Le cas particulier de cette proposition oti ¢ est une puissance de nombre premier nous suffirait. 





esa 


# 
ay 
oY 
x 
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Or un des nombres ¢ et w et un seul seulement sera divisible par p. Que ce soit 
le nombre ¢; on aura 

(ab)? =a? "0?" =ar* = 1 (gr. Q). 
D’ou, en posant uw=1 (mod. ¢), 


t 
> Uv 


t 
a?’ =ar=1 gr. Q) 


contrairement & la supposition que a appartient a l’exposant ¢. 


6. 


Soit Q un groupe eulérien quelconque d’ordre , si une partie des éléments 
du groupe © forment 4 eux-seuls un groupe* A, le groupe A est dit sous-groupe 
du groupe O. [1 est clair que le groupe A sera aussi un groupe eulérien. Par 
extension nous considérons le groupe Q comme un sous-groupe de lui-méme. 
Soient A, et A, deux sous-groupes du groupe © d’ordres wy et uw, respectivement 
et considérons l’expression 

Ay As (gr. Q) 
ott a, désigne un ¢lément du groupe A, et a, un élément du groupe A,.  L’en- 
semble de toutes les valeurs différentes que cette expression est susceptible de 
prendre formeront évidemment un groupe} B, car si aja} et aja’ sont deux 


valeurs de cette expression 
ajazay'ay’ = (ayaz')(azaz’) (gr. Q) 
en sera une aussi. Dans le cas particulier ot ]’expression 
Ay (gr. Q) 
est susceptible de prendre w,v,=v valeurs différentes, c. id. dans le cas ou 
Végalité aja, = ay'ay! (gr. Q) 


n’a jamais lieu 4 moins qu'on n’ait en meme temps 


ay = a,’ (gr. Q) 
et a, al! (gr. Q) 


* On compose les éléments du groupe A comme s’ils faisaient partie du groupe 2. 
+ Tous les groupes que nous considérons désormais seront des sous-groupes du groupe &. 
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nous dirons qu’on peut combiner les groupes A, et A, et nous écrirons 


A,A, = B (gr. Q). 

Comme on a toujours 
AyAy = AgMy (gr. QO) 

Vexpression A,A, aura aussi un sens et nous aurons 

A,A, = A,A, (gr. Q). 
L’ordre de combinaison de deux groupes est donc indifférent. Si les groupes 
A, et A, ont en commun un élément a différent de 1’élément-unité, il n’est pas 
possible de les combiner. En effet, on aura alors 


| Gees meneame | Hee | 
aja, = aja}! (gr. Q), 


en posant soit ja afi (gr. Q), 
soit a= 1 @’=-« (gr. Q). 


Je dis que si les groupes A, et A, n’ont de commun que 1’élément-unité, il est 
toujours possible de les combiner. En effet, si l’on avait 
ajai = al'a,! (gr. Q) 


sans avoir en méme temps 
a; = al! (gr. 2), 
a, == al! (gr. Q), 
on poserait aay" sai (gr. Q), 
aza;"' = a, (gr. Q), 


ot aj’ et az’ feraient partie des groupes A, et A, respectivement et ne seraient 


pas en méme temps identiques 4 l’élément-unité. L’égalité 
| Bem emery {1 fm Uf 
Gal = a,'d, (gr. Q) 


entrainerait alors la suivante: 


ay’ay"'ay = ay'agay!’ (gr. Q) 


dou ay" = a," (gr. Q), 
contrairement a la supposition que les groupes A, et A, n’ont de commun que 
Vélément-unité. 

Soient maintenant , a ae io 


m groupes d’ordres ee a 
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respectivement, s’il est possible de combiner les groupes A, et A,, puis les 
groupes A,A, et A, et ainsi de suite jusqu’au dernier groupe A,,, nous dirons 
qu il est possible de combiner les groupes 


, oe ee 


dans l’ordre indiqué et si le résultat qu’on obtient est un groupe B, nous écrirons 


7 ee (gr. Q). 


I] est clair que le groupe B sera d’ordre 


a a oe 
Soit d’une maniére générale a, un élément du groupe A,, l’expression 
ee (gr. Q) 


est alors susceptible deprendre v valeurs différentes et l’on n’aura jamais 


Ci 6 ci ON ns (gr. Q) 


& moins d’avoir en méme temps 


Cela est clair d’abord si l’on fait prendre 4 a,a, toutes ses valeurs, puis & (a,42) a3 
toutes ses valeurs, et ainsi de suite jusqu’au dernier a,,. Or nous avons vu qu'il 
y a plusieurs maniéres de réunir les éléments 


My, Ag -. +. Am 


en un seul et que le résultat sera le méme de quelque maniére que 1’on procede. 
C’est ainsi que de ]’expression 


1A, eeee An (gr. Q) 
on peut déduire une autre en réunissant les éléments a, et a, en un seul élément 


a,a,. L’expression ainsi déduite ne sera qu’un produit de m— 1 éléments. En 
faisant prendre 4 a,a, toutes ses valeurs qui seront au nombre de u,%,, on obtient 
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tous les éléments du groupe A,A,. En opérant de la méme maniére sur la suite 
de m— 1 éléments a laquelle on parvient en remplacant dans la suite 

Cy, Ag, «+++ An 


les éléments a, et a par leur produit a,a@,, on obtient une nouvelle suite de 
m — 2 éléments et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les éléments 


Wis Mes «0 oily 
se trouvent réunis en un seul. A chacune de ces maniéres de réunir les éléments 
ee 
en un seul, correspond une manicére de réunir les groupes 

rr Seger oe 


en un seul; les opérations seront toujours ex¢cutables et l’on parviendra au 
méme résultat. Si donc il est possible de combiner les groupes 


A,, A,, 2 A,, 


d’une certaine maniére, il est aussi possible de les combiner de toute autre 
manicre et le résultat sera toujours le méme. Nous avons donc deux critéres 


pour juger de la possibilité de réunir les groupes 


oe eee on 


en un seul; le premier est de voir s'il est possible de les réunir en un seul en 
procédant d’une certaine maniére, le second c’est de s’assurer si l’expression 


ee (gr. Q) 


admet OST tilly » ss « My 


valeurs différentes. 
Un sous-groupe A qu'il est possible d’obtenir par la combinaison de deux 


ou plusieurs sous-groupes est dit groupe combiné. Au contraire tout sous-groupe 
quil est impossible d’obtenir par la combinaison de deux ou plusieurs sous- 
groupes est dit groupe simple. Soit A un sous-groupe quelconque d’ordre m et a 
un ¢lément de ce groupe. Si @ appartient & un exposant ¢, les puissances de a 


donneront ¢ éléments différents 
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et pas plus. Tous ces éléments font partie du groupe A, donc t<m. Dans le 
cas particulier ott = m, tous les éléments du groupe A sont des puissances de a 
qui porte alors le nom de base. Tout élément du groupe A qui peut servir de 
base est dit racine primitive. Tout groupe qui admet des racines primitives est 
dit monobase, tandis qu’un groupe pour lequel il n’existe pas de racines primitives 
est dit polybase. Le sens étymologique de ce mot sera justifié plus tard; pour 
le moment nous désignerons sous le nom de polybase tout groupe qui n’est pas 
monobase. 

Soit a un élément du groupe © appartenant 4 un exposant ¢ égal 4 une 
puissance de nombre premier s“, les éléments 


9 wo 
[ee ee la 


formeront un groupe monobase A d’ordre s”. Je dis que le groupe A est un 
groupe simple. En effet, si A était décomposable en un produit* de plusieurs 


groupes , oo ee 
on aurait Mt A My «00 My (gr. Q). 


Tout groupe du second membre doit renfermer |’élément-unité et par suite tous 
les éléments d’un groupe tel que A, font nécessairement partie du groupe A. Si 
le groupe A, renfermait un élément a‘ du groupe A appartenant 4 l’exposant s*, 
il renfermerait aussi les éléments 


Ae la 


qui sont tous différents entre eux. Le groupe A, serait alors d’ordre s" et les 
autres facteurs seraient identiques au groupe-unité, c, i d. & Vélément-unité con- 
sidéré comme un groupe. Le groupe A, ne pouvant renfermer aucun élément 
appartenant & l’exposant s”, tous ses Gléments appartiendront 4 un diviseur de 
s"—1_ Tl en sera évidemment de méme de tout élément du produit 


ya © 


Comme le groupe A, renferme des éléments appartenant 4 l’exposant s“, il ne 
peut étre identique au produit 

A, A, eee , 
Tout groupe monobase dont l’ordre est une puissance de nombre premier est 
donc un groupe simple. 











* Nous empruntons encore la terminologie de la multiplication. 


16 
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7. 


Passons maintenant a la résolution de l’égalité 
a= (gr. Q) 
ou s est un nombre premier et w un nombre entier positif. L’ensemble de 


toutes les solutions de cette égalité formeront un groupe que nous désignerons 


par &,. En effet, si l’on a 

a= (gr. Q) 
et Ze | (gr. Q), 
on aura aussi (ab) = (gr. Q). 
Considérons d’abord légalité 

ao | (gr. Q). 


Les solutions de cette égalité se composent de l’élément-unité et des éléments 
appartenant a lexposant s. Si le groupe 4, ne renferme aucun élément appar- 
tenant & l’exposant s, on aura évidemment 
= 3s fer. BD, 
ot' U désigne le groupe-unité. Si, au contraire, le groupe &, renferme un 
élément a, appartenant a l’exposant s, les puissances 
s—l1 


2 
bie ly oss 


formeront un groupe monobase A’ d’ordre s qui sera évidemment un sous-groupe 
1 5 


du groupe &,. Si le groupe &, ne renferme aucun élément en dehors de ceux 


du groupe Aj, on aura 
B=: At. 
Si non, soit a, un élément du groupe 4, différent de ceux du groupe Aj, les puis- 


sances lL t%,..+.. 


formeront un groupe monobase d’ordre s qui n’aura de commun avec le groupe 

¢ que ’élément-unité. En effet, si un élément du groupe A} autre que l’élément- 
unité faisait partie du groupe Aj, tout le groupe 4} ferait partie du groupe Aj, 
contrairement & la supposition que l’¢lément a, ne fait pas partie du groupe Aj. 
De méme, si le groupe =, renferme un élément a, ne figurant ni parmi ceux du 
groupe Aj ni parmi ceux du groupe 4%, les puissances 


2 s—1 
Sila Gy inane 
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formeront un groupe monobase A} qui n’aura de commun avec les groupes 
Aj et Aj que l’élément-unité. En continuant de la méme maniére, on finira par 
former un certain nombre A de groupes monobases d’ordre s tels que deux quel- 
conques de ces groupes n’auront de commun que 1|’élément-unité et que tous les 
h groupes pris ensemble renfermeront tous les éléments du groupe 3, et méme 
chaque élément une seule fois, si l’on convient de ne compter qu’une seule fois 


Vélément-unité qui fait partie nécessairement de tout sous-groupe deQ. Soit &, 
Vordre du groupe 4, nous aurons 
B= hie— 1) 1. 


Soit maintenant a, un élément du groupe 4, different de l’élément-unité, les 


éléments hit on 


formeront un groupe monobase Aj d’ordre s. Si a, est un élément du groupe 


&, ne faisant pas partie du groupe Aj, le groupe monobase A} formé par les 


éléments itis Cn 


n’aura de commun avec le groupe Af que l’élément-unité. Posons done 


Af,=AjA (gr. Q), 
Si le 


le groupe Aj’, d’ordre s* sera évidemment un sous-groupe du groupe 3. 
groupe ©, ne renferme pas d’autres éléments que ceux du groupe Af’ ,, on aura 


Bl, == ALAS (gr. Q). 


Dans le cas contraire, soit a, un élément du groupe 4, ne faisant pas partie du 


groupe A{’,, le groupe monobase Aj formé par les éléments 
i ee a 

n’aura de commun avec le groupe Aj’, que l’élément-unité. Autrement le groupe 

A§ serait un sous-groupe du groupe Af’, et |’¢lément a, ferait partie du groupe 

Ay, contrairement 4 notre supposition. Posons 


Af s,,= ALALAS (gr. Q), 


* 3 Sera un sous-groupe de &,. Si l’on n’a pas 


2, = AY», (gr. Q), 
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soit a, un élément du groupe =, ne faisant pas partie du groupe Aj’, 3, etc. 
Kn continuant de la méme maniére on finira par trouver une décomposition telle 


que By AR... KA (r-D), 
dou &=6™ 


et par suite — s — ] 3 


s—1 
Comme tous les éléments du groupe 2, satisfont 4 l’égalité 
af met (gr. Q), 


il est clair que tout sous-groupe monobase du groupe 4, sera d’ordre s, saut le 
groupe-unité. Toute décomposition de &, en un produit de groupes monobases 
contiendra done m, groupes monobases d’ordre s. Nous exprimerons ce fait, 
en disant que la décomposition de =, en groupes monobases est univoque quant 
au nombre de ces groupes monobases composants d’un ordre déterminé. Tout 
sous-groupe monobase de 4, est simple. Hn effet, un tel groupe—abstraction 
faite du groupe-unit¢—est d’ordre s et par suite il est simple comme tout groupe 
monobase dont l’ordre est une puissance de nombre premier. Tout sous-groupe 
simple y du groupe =, est monobase. En effet, un tel groupe y est identique 
4 l’ensemble des solutions de l’égalité 


eo (gr. x) 


et sera par cons¢équent égal & un groupe monobase. 
I] est facile de déterminer le nombre des décompositions de 8, en groupes 


7 


° . s ° 
monobases. En effet pour A, il y a choix entre — 7 groupes. Pour A, il y 
s —_— 


my, 


aura choix entre yay — 1 groupes. Le groupe A,,, étant identique a l’en- 


semble des solution de l’égalité 


c= (gr. A;,9), 


s ° ° 
renfermera Fay groupes monobases d’ordre s. Pour A, il y aura done choix 


2 {mM 3 
A . . S = Ss 
su] groupes. De méme, pour A, il y aura choix entre Say groupes 


my, 


entre 
at | —1 


et ainsi de suite jusqu’au groupe A,, pour lequel il y aura choix entre eae a 
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groupes. Le nombre des décompositions de &, en groupes monobases est done 


égal a s™— 1] 3™ P gm — gm} ' 
: ——: M! 


—g gam g 
s—1's—l1 s—l1 ga 3 





puisque nous ne considérerons comme distinctes les décompositions qui ne différ- 
ent que par l’ordre de leurs facteurs. 

Il est clair que tout élément du groupe 2, n’est représentable que d’une 
seule maniére comme un produit d’éléments appartenant respectivement aux 


groupes Migs Bigg 000 My 


si l’on fixe ces derniers groupes. En particulier, si l’on veut représenter 1’élé- 
ment-unité comme un produit d’éléments appartenant respectivement aux groupes 


A,, A,, See 4 hin 


il faut prendre 1]’élément-unité dans chacun de ces groupes. 
Nous pouvons rechercher maintenant le nombre des solutions d’un égalité 
telle que 
“4 ea (gr. Q). 


En effet, soient Dt, Onna Ries 
les s™ solutions de l’égalité* 


ee | (gr. Q), 
si Pégalité af sma (gr. Q) 
admet une solution },, les éléments 


&, bots; Dole; eee. bee 3 


seront encore des solutions de la méme égalité différentes entre elles. Inverse- 
ment, si b, est une solution de lV’égalité 


af =a (gr. Q), 
Vélément 67 7b, satisfera 4 Pégalité 
ee (gr. Q) 
et sera par conséquent identique 4 une solution ¢, de cette égalité, d’ot 


by, = Loch (gr. Q) . 





* Nous supposons que le groupe & contient des éléments appartenant a l’exposant s. 
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On peut donc faire correspondre 4 chaque solution de l’égalité 
oma (gr. Q) 
une solution bien déterminé de l’égalité 
oe | (gr. Q), 
de manicre qu’a deux solutions différentes de Végalité 
ema (gr. Q) 
correspondent deux solutions différentes de l’égalité 
_— (gr. Q) 
et inversement. Le nombre des solutions de l’égalité 
af ee (gr. Q) 
est donc égal 4 s™ dans le cas ot elle en a aumoins une. [I] est facile de prouver 
par des exemples que le cas oti l’égalité 
“=a (gr. Q) 


n’admet aucune solution se présente aussi. 


8. 


Nous pouvons maintenant aborder l’étude du groupe @,, c. a d. de l'ensemble 

des solutions de l’égalité 
a” z= 1 (gr. Q) 

otis est un nombre premier et w un nombre entier quelconque. Si s° est la puis- 
sance la plus élevée de s a laquelle comme exposant peut appartenir un élément 
du groupe ©, nous dirons que le groupe Q est de rang @ par rapport au nombre 
premier s. Dans le cas oti le groupe Q ne renferme aucun élément appartenant 
ii une puissance de s, nous dirons qu’il est de rang @ par rapport audit nombre 
premier s, Le groupe &, se réduit alors & un élément unique, a 1’élément-unité. 
Laissons donc de cété ce cas, c. & d. supposons 6>>0, et proposons nous d’étudier 
le groupe E,. Il est clair d’ailleurs que pour toute valeur de w égale ou supé- 


ed \ 
rieure 4 6 on aura =. — Ey. 


Nous pouvons donc nous borner 4 la considération des groupes &,, ot w< 6. Soit 
=, un tel groupe, ¢levons tous ses éléments 4 la puissance s; les Gléments 


aomeat |} 





sete ses AMOR 


Ne Oe 
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différents qu’on obtiendra de cette maniére formeront 4 eux-seuls un groupe eulérien 
que nous désignerons par &, et qui sera évidemment un sous-groupe de Z,. De 
méme, nous désignerons par 4’ le groupe formé par l’ensemble des éléments 
différents qu’on obtient par l’élevation de tous les éléments du groupe &,, 4 la puis- 
sance s*, et ainsi de suite jusqu’au groupe 2” qui se réduira évidemment au 
groupe-unité. Cela étant ainsi, je dis que le groupe H; formé par l'ensemble des 


solutions de l’égalité 
af st (gr. BE-”) 
est indépendant de uw pourvu qu’on ait 


u>k. 


En effet, un groupe tel que &,,, ol w+1<6, ne différe du groupe &,, que par 
les éléments appartenant 4 l’exposant s“+* que le premier a en plus sur le der- 
nier. Le groupe &"7) ne différera du groupe &“—” que par les éléments appar- 


> 
Cc 


tenant a l’exposant s“—**? que le premier aura en plus sur le second. Or comme 


u—k+2>1, 


on a 


ces éléments n’entrerons pas dans le groupe H;'*' et par suite on aura 
i? iz 


Nous pouvons done écrire désormais //, au lieu de Hy. Ce point admis, je 
désigne respectivement par 


ae 
les ordres des groupes ye: Sees: 


et je dis qu’on aura 
Mm, >M,>M,>....2M_12>M, > 0. 


En effet, &, est un sous-groupe de &,, et comme 4; ne renferme pas d’éléments 
appartenant 4 l’exposant s*, 3) est aussi un sous-groupe de &,_,, et par suite E'—) 


est un sous-groupe de Ei'—” et H, est un sous-groupe de //,_,; done m,_,>m,. 
mM, >O 
résulte de ce que le groupe 3, renferme, d’aprés la supposition, au moins un 


élément appartenant a l’exposant s’, et par suite le groupe &)’—” ou //, renfermera 
au moins un élément appartenant 4 l’exposant s; son ordre sera done supérieur 


L’inégalité 


a’ Vunité, 
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Soit A” un sous-groupe monobase #, d’ordre s” et a, une racine primitive 
du groupe A”. Le groupe A®™ se composera des éléments 


ee ee ee” 


Soit maintenant s* une puissance de s, non supérieure 4 s”, l’ensemble des 
éléments du groupe A®™ appartenant 4 des exposants non supérieurs 4 s* sera 


donné par les puissances suivantes 


. er, ” eet see ae qe —lsr-* 


On voit que ces éléments sont au nombre de s* et qu’ils constituent un groupe mono- 
base A* & eux-seuls. A® est d’ailleurs le seul sous-groupe de A® d’ordre s*, car 
’ 

tous les éléments du groupe A®™ qui ne font pas partie du groupe A”, appartien- 
nent 4 des exposants supérieurs 4 s*. Un tel groupe A® portera le nom d’émet- 
tant d’ordre s* du groupe A*”. On voit que le groupe A® n’a qu’un seul émet- 
tant d’un ordre déterminé s* non supérieur 4 s”. Le groupe A® porte le nom 
d’émanant d’ordre s“ du groupe A®*. Un sous-groupe monobase A* du groupe 
— , , . . uu . ,e Q k se 

BH, étant donné et une certaine puissance s” non inférieure a s* et non supérieure 
i s* étant fixée, trois cas pourront se présenter: 1) le groupe A® n’aura aucun 
émanant d’ordre s”; 2) il n’en aura qu’un seul; 38) il en aura plusieurs. Un 
sous-groupe monobase de &, est dit de portée (range, Tragweite) s” s’il admet au 
moins un émanant d’ordre s“ et n’en admet aucun d’ordre s*t!. La portée d’un 
groupe dépend naturellement du groupe &,, car si un groupe monobase A® ot 
k <0 est de portée s° dans le groupe Hp, il ne peut étre que de portée s*—* dans le 
groupe &,_,. ‘Tous nos groupes seront d’ailleurs des sous-groupes de &, & moins 

5 . . . , . . . Q 9° 

que nous n’avertissions du contraire. Cela étant ainsi, voici le probléme qu'il 
s'agit de résoudre: Soit A®* un groupe monobase d’ordre s* inférieur 4 s° et de 
portée s“ supérieure 4 s“, on demande le nombre de ses émanants d’ordre s**? et de 
portées s*, s*—1,....s*t! respectivement. II est clair que le groupe A® ne 


i a 


pourra avoir d’autres émanants d’ordre s*t! que ceux que nous venons de men- 
tioner. 

Soit done A®* un groupe monobase d’ordre s* et de portée s“ et a, une racine 
primitive de ce groupe. D/’aprés la supposition, il existe un groupe monobase 
A* d’ordre s“ ayant A® pour ¢mettant. Soit a, une racine primitive de A®, a, 
sera égal 4 une puissance telle que ag*"~" ot g n’est pas divisible pars. L’élé- 
ment a, est donc égal 4 une puissance s*—* d’un élément appartenant a l’expo- 
sant s, et fait par cons¢quent partie du groupe 2“—”. Soit maintenant A**’ un 
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émanant* de A® de portée s“ et a,,, une racine primitive de A®*’, a, sera 
Ax7t 4 D" hs . ’ 517101 h A ; 

évidemment égal a aj{,, ot. h n’est pas divisible pars. Or aj,, étant aussi une 
racine primitive de A**’, on peut remplacer af,, par a4 , de sorte que a, soit 
égal 4 aj,,. Comme le groupe A**’ est de portée s”, sa racine primitive a,,, 
fera partie du groupe E{"—*—». D’ailleurs a, fait aussi partie du groupe E{‘—-*—», 
ii cause de ce que 2\*—” est un sous-groupe de B‘-*-». Cela étant ainsi, tout 
émanant A**' (du groupe A*) d’ordre s‘** et de portée s“ peut étre considéré 


comme engendré par une base a, 4, satisfaisant 4 l’égalité 
qf <= ay (er, BE? -*), 


Inversement, si 5,4, est une solution de cette égalité, b,4., appartiendra 4 l’expo- 
sant s‘*? et les éléments 


; se 1] 
ane 


2 
» Onis Oh: eeces 
formeront un groupe B**' d’ordre s**?. Le groupe BY*' aura évidemment pour 
sous-groupe le groupe A® car ce dernier se compose des éléments 


Oise 


k+1 _ 


98 
a bia, bn4, a a ae 


D’autre part le groupe B**’ est de portée s* tout au moins en tant que b,,, fait 
partie de B’—*—” et par suite est égal 4 une puissance s“—*—? d’un élément appar- 
tenant 4 l’exposant s”. Le groupe B**' ne peut étre d’une portée supérieure a 
s“; autrement le groupe A® le serait aussi; donc B*** est un émanant (du 
groupe A®) d’ordre s**? et de portée s”. 

(u—k—-1) 


Légalité of = a, (gr. BS ) 


admet nécessairement la solution 


om (ar (gn RE). 


Les solutions de cette égalité seront donc au nombre de s™-*; nous les désigne- 
? ‘) 


rons par 
P Cy; Co; eeee C,My—Ks 


Or si la base c, engendre un émanant A**' (du groupe A*") d’ordre s*t et de 
1 Eng group 


portée s”, les bases 


sk+1 2st] (8 —1) 8k +1 
ee, ieee. 





* L’émettant d’ordre s* +1 du groupe As” est un tel émanant du groupe A*. 


. e eye pU—k—1 es . . 
+ Les parenthéses veulent dire que ]’élément a?’ obtenu explicitement fait partie du groupe 


o(u—k—1) 
paid ° 


17 
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engendreront le méme groupe A®*’ et satisferont 4 l’égalité 


a’ = & oe 


et en dehors de la base c,, ce seront les seules bases de A**’ qui jouiront de 
cette propriété. I] y aura donc s solutions de l’égalité précédente pour chaque 
émanant tel que A**’. Le nombre des émanants (du groupe A”) d’ordre s*+} 
et de portée s“ est donc égal 4 s™"-*—. On prouvera de la méme maniére que le 
nombre des émanants (du groupe A”) d’ordre s*t} et de portée s“ tout aw moins 
est égal 4 s™-+-1—1, Le nombre des émanants (du groupe A®) d’ordre s+? et 
de portée s*—! est donc égal a 


gMu-k-1—1 aia gmu-k—1 


nombre qui peut se réduire quelquefois 4 zéro. D’une maniére générale le 
nombre des émanants (du groupe A®) d’ordre s**t! et de portée s*—' od 


u>u—ir-k+i1 


gmu-k-i-l sia gitu—k—-ipi—l 


est égal a 


nombre qui peut se réduire quelquefois 4 zéro. 
Cherchons maintenant le nombre des groupes monobases d’ordre s et de 
portées s°, s°—}, s°—*, .... 8", s respectivement car il ne peut y en avoir d’autres. 


Soit A* un groupe monobase d’ordre s et de portée s° et a, une racine primitive 
de ce groupe. Soit A” un émanant (du groupe A’) d’ordre s° et a, une racine 
primitive du groupe A*. L’élément a, sera égal & une puissance de a, telle que 
a”’* og n’est pas divisible par s. L’élément a, est donc une puissance s’—! 
d’un élément af appartenant a l’exposant s°; il s’ensuit que l’élément a, fait 
partie du groupe &j’~” ou du groupe //, qui lui est identique. Le groupe A’ 
est donc un sous-groupe du groupe //,. Inversement tout sous-groupe monobase 
d’ordre s du groupe //, est de portée s*. En effet, soit B* un tel sous-groupe, 3, 
une de ses racines primitives et }, une solution de l’égalité 


a! _ b, (gr. Be) 


solution qui existe nécessairement, car 0, fait partie du groupe Z/—-». L’élément 
b, pourra servir de base 4 un groupe B® dordre s* qui sera un émanant du 
groupe B’. Le groupe B* est done de portée s’ au moins. Or comme aucun 
groupe ne peut avoir une portée supérieure a s°, il en résulte que B® est de 
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portée s°. Donec tout groupe monobase d’ordre s et de portée s°’ est un sous- 
groupe de //, et inversement tout sous-groupe monobase de //, d’ordre s est de 
portée s°. Le nombre de tels groupes est donc égal a 
ame — } 
a-—] 


De méme, tout groupe monobase d’ordre s et de portée s°—! est un sous-groupe 
de H,_, et tout sous-groupe monobase de H,_, d’ordre s est de portée s°~? au 
moins. Le nombre des groupes monobases d’ordre s et de portée s°~' au 
moins est donc égal a atime: 3 


s—l1 


Le nombre des groupes monobases d’ordre s et de portée s°— est done égal a 





nombre qui se réduit quelquefois 4 zéro. D’une maniére analogue, on trouvera 
que le nombre des groupes monobases d’ordre s et de portée s“, ol w<9, est 


mm, gu 2% 





Yd A 
égal a 8 


s—l1 








nombre qui se réduit quelquefois 4 zéro. 

Rangeons donc tous les groupes monobases d’ordre s en classes suivant qu’ils 
sont de portée s*, s°-!,....s? ous. Faisons émaner de chaque groupe d’ordre 
set de portée s*’ ses émanants d’ordre s’ distribués en classes suivant qu’ils sont 
de portée s°, s’-?,....s? ou s*%. Ces émanants seront respectivement au 


nombre de 


aM..3* g™ —2-1 ore: g"e—1—7 ee gm—l —_ Pits gmt — gm) gmt —— gm), 


Uu 


De méme faisons émaner de chaque groupe monobase d’ordre s et de portée s 
ol w<.0, ses émanants d’ordre s’ distribués en classes suivant qu’ils sont de 
portées s“, s"—!,.... 5°, s respectivement. Ces émanants seront respectivement 


’ 


au nombre de 


m 1 m msz—1 


gu -1— , 8 *3 mt 2... gens 


—s a eS S : =e , Ss 


Faisons de méme émaner de tout groupe d’ordre s’ ainsi obtenu et de portée s" 
5 ’ 
ol 35 u<6, tous ses émanants d’ordre s* distribués en classes suivant qu’ils 
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sont de portée s’, s*—?,....ous*% Ces émanants seront respectivement au 


nombre de 


gm—2—) gMu-3s—1 non Genet et gm—l — . gm—1 — gs), 


Continuons la méme opération jusqu’’ ce qu’on soit parvenu aux groupes mono- 
bases d’ordre s°*. Hnfin, on peut faire émaner du groupe-unité, les groupes 
monobases d’ordre s rangés en classes suivant qu’ils sont de portée s°, s°-1,.... 
ou s respectivement. Nous avons déja déterminé le nombre de ces émanants du 
groupe-unité. Le groupe-unité pourra étre considéré comme émettant d’ordre s° 
de tout groupe monobase d’ordre s*. Tout groupe monobase d’ordre s“ trouvera 
nécessairement une place dans cette classification, car il a ces émettants bien 
déterminés d’ailleurs d’ordres s"—', s*—*,....s*, s et s°. Les éléments que deux 
groupes monobases A” et A® d’ordres s” et s” ont en commun, constituent un 
groupe monobase a eux-seuls. in effet, en laissant de cété le cas ot les groupes 
A* et A® n’ont en commun que |’élément-unité qui peut-étre considéré comme 
constituant un groupe monobase 4 lui-seul, soit a un élément faisant partie tant 
du groupe A* que du groupe A®” et s” l’exposant auquel a appartient. On peut 
supposer que les groupes A®™ et A®” n’ont en commun aucun élément appar- 
tenant & un exposant supérieur 4 s”. Cela étant ainsi, tous les éléments du 
groupe monobase A*” formé par les puissances 


ee ee 


feront partie tant de A* que de A® et ces derniers groupes n’auront en commun 
aucun élément ne faisant pas partie du groupe A*”, car le groupe A*” renferme 
tous les éléments des groupes A* et A®” qui appartiennent 4 un exposant non 
supérieur is”. Un tel tableau de classification de tous les groupes monobases 
de &, est susceptible d’une représentation géométrique. En effet, menons une 
ligne d’une longueur égale a4 l’unité pour répresenter le groupe-unité et faisons 
émaner de cette ligne des faisceaux de lignes de longueur s— 1, une pour 
chaque groupe d’ordre s de maniére quil y ait un faisceau séparé pour 
chaque portée. Une telle ligne représentera les éléments d’un groupe s qui 
appartiennent & l’exposant s. De chaque ligne de longueur s —1 faisons émaner 
des faisceaux de lignes de longueur s? —s, une pour chaque groupe dordre s’ et 
de maniére quil y ait un faisceau séparé pour chaque portée. Une telle ligne 
de longueur s*—s représentera les éléments d’un groupe d’ordre s? qui appar- 
tiennent & ’exposant s*. De meme, de chaque ligne de longueur s? —¢ faisons 
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émaner des faisceaux de lignes de longueur s* — s’ pour représenter les éléments 
des groupes d’ordre s* qui appartiennent a l’exposant s*, et ainsi de suite. Une 
telle figure pourrait porter le nom de patron (pattern, Schablone) et étre désignée 
par la notation P*(m,, mp_;,.... M,, m,) de maniére a mettre en évidence les 
nombres dont le patron dépend. Au lieu du patron, on peut se servir du type 
qui représente la méme chose sous une forme plus abrégée. Un type différe 
d’un patron en ce que: 

1). Toutes les lignes sont de longueur 1. 

2). Il n’y a qu’une seule ligne* pour chaque faisceau d’émanants d’ordre 
stl et d’une méme portée qui émanant d’un groupe d’ordre s" qui lui-méme 
nest représenté qu’implicitement comme faisant partie d’un faisceau représenté 
par une ligne. Un tel type pourra étre désigné par la notation 7(6). 

Cela étant ainsi, il est facile de déterminer les nombres des éléments du 
groupe &, qui appartiennent 4 l’exposant s*°. En effet, pour avoir le nombre des 
groupes monobases d’ordre s°, il faut multiplier le nombre des groupes monobases 
d’ordre s et de portée s’, par le nombre des ¢manants d’ordre s” et de portée s® 
qui émanant de chaque groupe monobase d’ordre s et de portée s°’; puis multi- 
plier le résultant par le nombre des émanants d’ordre s* et de portée s* qui 
émanent de tout groupe monobase d’ordre s* et de portée s*, et ainsi de suite. 


Cela donne pour résultat 
 aaiibe 





x s™o— 1t+™_et- as -m,— OF] 
s— 1 


Comme chaque groupe monobase d’ordre s*® contient s? — s°—! éléments appar- 
o 
tenant 4 l’exposant s*, le nombre de tels éléments} dans le groupe 4, est égal a 


(s™ me 1) se—1F oa tee ™, 


Comme le groupe =,, ol 1<Cw<6 est de rang wu par rapport au nombre premier 
s et est identique 4 l’ensemble des solutions de légalité 


ee | gr. By), 


tout ce que nous avons dit du groupe 3, s’applique au groupe 4, pourvu qu’on 
remplace le nombre 9 par le nombre w. Les nombres 


a, Mig, o <0 My 


* Le nombre des groupes représenté par une telle ligne peut se réduire quelquefois 4 zéro. 
t Deux groupes monobases d’ordre s? ne peuvent avoir en commun un élément appartenant a 


Vexposant s? sans étre identiques. 
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auront d’ailleurs la méme valeur dans les deux cas. Le nombre des éléments du 
groupe 4, appartenant a |’exposant s“ est donc égal 4 


(s™— 1) gMunitb my —2+.... bm, 


Quant au groupe 4,, il a été étudié 4 part dans le §7 et nous savons que le 
nombre de ses éléments appartenant 4 l’exposant s est égal 4 s“—1. Cela 
étant ainsi, si l’on désigne par &, ordre du groupe 3, on aura 


wu=6 


gE, =] abe (s™ . 1) + ) (s™ — 1) s™-1 Mat. +. .m = 30 + mg _ eee. 


u=2 
Et de méme, si l’on désigne par &, l’ordre du groupe &, ot 0 < w<0, on aura 


Es gmt muito, 


9. 


Passons maintenant 4 la détermination de l’ordre maximum d’un produit 
de sous-groupes monobases de &,. Je m’occuperai d’abord du probléme suivant. 
EKtant donnés les sous-groupes monobases 


By thee Ma ss co By, 


on demande la condition nétessaire et suffisante pour qu’on puisse les combiner 
en un produit. Soient respectivement 


ae 3 


les émettants d’ordre s des groupes 


ee 
si l’on peut combiner les groupes 

_— ae oe 
il est clair qu’on pourra aussi combiner les groupes 

a ee 


Je dis qu’inversement, si l’on peut combiner les groupes 


B,, B,, SKs-.et B,, 
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on pourra aussi combiner les groupes 
; eee oe 

En effet, s’il est impossible de combiner les groupes 
yo eee 

cela provient de ce que, par exemple, on peut combiner les groupes 
, ee 


ol 1<k<u, mais qu'il n’est plus possible de combiner les groupes A,, A,,.... A; 
et A,,, parce quiils ont en commun un élément a,,, différent de l’élément-unité. 


Soient a ee 


les éléments des groupes 
, oS eee 


dont le produit donne a,4,. Quelques-uns des éléments 
Ay, Ag, «22 2 A 


peuvent étre identiques 4 |’élément-unité, mais |’élément a, est, d’aprés la sup- 
position, différent de l’élément-unité. Cela étant ainsi, soient 


ot, a, oo BEF 
les exposants auxquels appartiennent les éléments 


Ay; Ag; eeee Ayn 41- 
Quelques-uns des nombres | re * 


peuvent étre égaux 4 zéro, mais l’on aura nécessairement, d’aprés la supposition, 
heyy >. 


Cela étant ainsi, désignons d’une maniére générale par v,, ob w<k+ 1, lunité si 
u? = ? 
h, est égal 4 zéro ou un, et s*-1 quand h,, est supérieur 4 l’unité. Soit v, le plus 
U ? 77 2 
grand des nombres v,, nous aurons 


ajay... . GH Ay 
et je dis que l’on aura | V, =U 41- 
En effet, si l’on avait V4.1; 


mais ° 0, TE 
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par exemple, ot u<(k + 1, le second membre de l’égalite 
aya; eeee ay: = U1) 


serait égal 4 l’unité, tandis que le premier membre serait différent de l’unité. 
Tout élément av ot wk + 1 est égal a Vélément-unité on appartient 4 l’expo- 






sant s; les éléments at, ai... ayy 





font donc partie respectivement des groupes 
B;,; B,, eeee By 43. 





I] en résulte qu’on peut combiner les groupes 


By, Beyy0 00s By 





puisqu’on peut combiner les groupes 


Bey thy, s+ «tlhe, 





mais qu’on ne peut plus combiner les groupes B,, B,,.... B, et B,., parce qu’ils 
ont en commun /’élément a;',, différent de l’élément-unité. Comme cette con- 
clusion est contraire 4 notre supposition, la proposition est démontrée. La 
condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse combiner les groupes 


oo oe 3 


en un produit, est done qu’on puisse combiner leurs émettants d’ordre s 
S,, Tes + «+ ht, 


en un produit. La valeur maximum de n est donc égale 4 m,, car on peut com- 
biner m, groupes monobases d’ordre s, mais il n’est plus possible d’en combiner 
un plus grand nombre; autrement ©, admettrait un sous-groupe d’ordre s” 
supérieur 4 s™. Quel est maintenant le nombre maximum de groupes mono- 
bases d’un ordre supérieur 4 s, qu’on puisse combiner en un produit? Les émet- 
tants d’ordre s de tels groupes seront de portée s* au moins. Tous ces émettants 
seront done des sous-groupes de H, et inversement tout sous-groupe monobase 
d’ordre s de //, est de portée s’ au moins. Le nombre maximum de sous-groupes 
monobases d’ordre s et de portée s’ au moins qu’on puisse combiner en un pro- 
duit, est done égal 4 m,. Le nombre maximum de groupes monobases d’ordre 
s? au moins qu’on puisse combiner en un produit est donc aussi égal a m,. Et 
d’une manitre générale le nombre maximum de groupes d’ordre s et de portée 
s“ au moins, ot. w<6@, qu’on puisse combiner en un produit, est 6gal 4. m;. Done 















sur Vinfinité du nombre des nombres premiers. 131 


le nombre maximum de groupes monobases d’ordre s“ au moins qu’on puisse 
combiner en un produit est aussi égal & m,. Or on peut trouver une décompo- 
sition de &, ot il y aura m, groupes d’ordre s et de portée s*, m,_; — my groupes 
d’ordre s et de portée s°—?, mg_»— mp_; groupes d’ordre s et de portée s°—*, enfin 
m,— m, groupes d’ordre s et de portée s.* En effet, il suffit de décomposer /,, 
puis si H,_, est différent de H, achever la décomposition de H,_, en commen- 
cant par la décomposition de //,, puis achever la décomposition de H,_. en 
commencant par celle de H,_, et ainsi de suite. Une telle décomposition de 2, 
portera le nom de convenable (par rapport au groupe ,). Je me propose de 
rechercher le nombre des décompositions convenables de =. 

Pour obtenir une décomposition convenable de &, il faut d’abord décomposer 
H, en facteurs monobases, ce qui se fait de 


m 


9 a 
(er ome ay Pour — o™% 1 


: Mz, ! 


sm 


s™a—- 1 5s 6 


gol peek” oe See 


maniéres, puis achever la décomposition de //,_ ce qui se fait de 


s™e—1— s™o0  s™o—1 oo +1 s™o —1— se" —17—1 


renee , 4 ieee os : (M14 — m,) ! 


manicres,} puis il faut achever la décomposition de //,_, ce qui se fait de 


+1 


so ci gga 6 = 1 


. . oeee b Mo _9 =e My_1)! 
s—l1 e—] s— ] ( 


m m 


s"e—3—.s"0—1 57" 6—2— 8 6—1 


manicres, .... puis achever la décomposition de //, ce qui se fait de 


My 


S 


Mg 


s {Mg ols +] Mey jm, —1 


sg" — sm —s 


P / ! 
e- ne £(Ms—— Ma)? 
ium gam peat” (ms 3) 


manicres, enfin achever la décomposition de //,; = 5, ce qui se fait de 


git — gM +1 gm — gm —l 
Soli =e ee :(m,— m,) ! 
= 1 a= 1 == 1 


- : p ae 
manicres. Le produit de ces nombres donne le nombre des décompositions con- 
venables de &,. Si dans une décomposition convenable de 3, on remplace chaque 





* Quelques-unes des différences m,—_1—m, peuvent se réduire a zéro. 
T Quand on a Hg — ;—= Hp il faut remplacer l’expression précédente par Vunité et de méme pour les 
autres cas ou l’on aurait H,, = H, +1. 


18 
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groupe d’ordre s par sont émanant de l’ordre le plus élevé, le produit des groupes 
monobases qu’on obtient de cette maniére sera d’ordre 






so a (86—1)(™my __ y — Mp) 4 (8 —2)(mp _ a Me _ 4) +-....2(m,—ms) + (m, — mM) 






= 5M tM iy tere. Mmtm —_— ‘.. 






de sorte que nous avons obtenu ainsi une décomposition de =, en un produit de 
groupes monobases. Je dis que cette décomposition est univoque quant au 
nombre de ses groupes monobases composants d’un ordre déterminé. 

En effet, si le groupe &, est décomposable en un produit contenant n, groupes 
monobases d’ordre s*, %;—-» groupes monobases d’ordre s°~', .. . © My,—Mu44 


sroupes monobases d’ordre s",....2,—m, groupes monobases d’ordre s, on aura 
5 Pp ’ 1 2 









Ea ge te 7 F ++ <2 ie te Fg t+) eM, 


d’ot Moy + Moat. . es My tM, = M+ M_ yt... - Mt. 












Or le nombre maximum de groupes monobases d’ordre s“ au moins, qu’on puisse 
combiner en un produit étant égal & m,, on aura pour toute valeur de w non 
supérieure a | 

upérieure \6 ee ny, <M, 

et par suite en vertu de l’égalité 


Mo +My... - MM +mM_ ~+.... mM, 
nh, SS M,. 


Cherchons maintenant le nombre des décompositions de &, qui correspondent a 
une décomposition convenable de &,. Nous avons vu que chaque groupe d’ordre 
s et de portée s* admet 

g™Mu—-1 tm, e+ eee M+mM—UuU+til 
émanants d’ordre s*. Le nombre des décompositions de =, qui correspondent a 
une décomposition convenable de 4, est done égal a 


se ("~~ 1 +. My gt. 50M tht (%..27 2? My _ 2 Tee 20 My Oth) ++....(M_—mM,)(m, —1) 
MgMy __ 4 + ™My__4™y__ 9 +... mgm,-+ mam, —(™ +My _4t---- my) 


=—— 6 


— 
1) 


En multipliant ce nombre par le nombre des décompositions convenables de = 
on aura le nombre des décompositions de &, en un produit de groupes mono- 
bases. 

Nous avons vu dans le §6 que tout groupe monobase dont l’ordre est une 


puissance de nombre premier, est simple. I] s’ensuit que tout sous-groupe 
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monobase de =, est simple. Inversement, tout sous-groupe simple de 3, est 
monobase. Kn effet, soit A un tel sous-groupe et w son rang par rapport au 
nombre premiers, le groupe A sera identique & lensemble des solutions de 


Végalité s 
Sé "= 1 (gr. A). 


Le groupe A est donc égal & un groupe monobase ou & un produit de groupes 
monobases. La derni¢re supposition étant 4 excluse, le groupe A sera néces- 
sairement monobase. 

J’aurai besoin encore du lemme suivant. 

Soit A* un groupe monobase d’ordre s et de portée s“, on peut faire figurer 
explicitement, dans une décomposition de &,, le groupe A* comme émettant d’un 
groupe monobase composant d’ordre s“. En effet soit d’abord u< 0, le groupe 
A* étant de portée s“, le groupe //, renfermera des éléments ne faisant pas partie 
de ,,,. Décomposons d’abord H,,,, mais de maniére que cette décomposi- 
tion de //,, puisse servir de commencement & une décomposition convenable de 
&, et puis achevons la décomposition de H,, en commencant par A® et aprés cela 
achevons la décomposition convenable de , d’une maniére quelconque. Toute 
décomposition de &, correspondant & cette d¢composition convenable de 3, aura 
les conditions requises. Pour w=6, on ferait commencer la décomposition 
convenable de 3, par le groupe A’. 


10. 


Nous avons vu que le groupe 3, peut ctre décomposé en un produit de 
groupes monobases* 


G—1 put 


O42 nb Eke As, Am, t1leeee AS Al 4. Ad. +Qeeee v4 


i 6,4. ee x: 
Hy = Aj Ay... Ann, 


ie 


Ai, 


0--4 
8 3 


et que cette décomposition est univoque en ce sens qu’elle renferme un nombre 
déterminé de groupes d’un méme ordre. 


Soient a ee 
les bases des groupes monobases composants d’une décomposition de &, et 


Chg Migice cs Me 





* Le nombre m., peut étre égal 4 mu+:; alors les groupes d’ordre s” disparaissent dans la décompo- 
sition. 
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es exposants auxquels ces bases appartiennent, l’expression 


an ‘ 
Aj'as?. . . - Gm (ol ays, 1, 2,.~.. .%,—3) 
1 






représentera tous les Gléments du groupe &, et chacun d’une seule manitre. Je 





dis que si ee. 






sont des éléments du groupe &, et que l’expression telle que 


OY OR? . . . BY 


a ] 












“ 
ou W15 Yes eee Yn 






sont des nombres entiers quelconques, est susceptible de représenter tous les 


a ed oa 
éléments du groupe =,, on a 





n= mM. 









Kin effet, soient a ig 






les exposants auxquels appartiennent les Cléments 


ere. oe 






il suffit de faire parcourir & y, toutes les valeurs depuis 0 jusqu’d s”*— 1; si l’on 





faisait aller y, au dela de s”*— 1, on n’obtiendrait aucune valeur nouvelle. 












Soient | oo oer 2 
les groupes auxquels re, * 
servent de bases et AS eee a 


leurs Gmettants d’ordre s. Si l’on peut combiner les groupes 


> > 
Ly, B, aL &.,, 


-_ 
on aura évidemment 


U] 


= BB,....B 


et n=mM,. 


n 


Si non, considérons les émettants 


C, C;, eoeee C5 


sil y en a des égaux entre eux, C, et C, par exemple, on peut remplacer les 
groupes B, et B, par d’autres et il y aura deux cas 4 considérer : 

1). Un des deux groupes B, et B, est un sous-groupe de l’autre, B, est un 
sous-groupe de B, par exemple; dans ce cas on peut remplacer B, et B, par le 
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seul groupe B,; tout élément qui est susceptible d’étre représenté comme un 
produit d’un élément de B, par un élément de B, fait partie de B,. 

2). Aucun des deux groupes B, et 6, n’est sous-groupe de l’autre. Dans ce 
dernier cas on peut remplacer les groupes Bb, et B, par deux autres groupes 
monobases Bj et B/ ayant des émettants C/ et C/ d’ordre s différents entre eux 
et de maniére que tout élément qui est susceptible d’étre représenté comme un 
produit d’un élément du groupe B, par un élément du groupe B,, soit aussi rep- 
résentable comme un produit d’un élément du groupe 5; par un élément du 
groupe B/. En effet, les émettants d’ordre s des groupes B, et B, étant égaux 
entre eux, soit d’une manitre générale Cg" l’émettant de B, d’ordre s“ et de 
méme C;" l’émettant de B, d’ordre s“; on aura 


sv gu 


hy oe 


jusqu’a une certaine valeur de wu égale a v par exemple ot 


1<v, 

vu, 
et vu. 
On peut supposer d’ailleurs 

W, = UW. 


Cela étant ainsi, les élément bg”*~° et L3°~° appartiendront 4 l’exposant. s” 
feront partie de CO" = C;’= Cf’ par conséquent; on aura done 
bs”! —v == Dhis” ae (gr. ,) 
ot h west pas divisible par s. Posons 
ge, v —-] —— a —s 
bis b= L (gr. By), 
je dis que Z appartiendra 4 l’exposant s”—". En effet, on a 


ee aa a se (gr. Sp), 


tandis que si l’on avait 


ia hha —°— Th se — v—1 =] (gr. 5) 
on en tirerait 
W,—v—1 Ww, —v—1 pee 
er =i (gr. By). 


Les groupes B, et B, auraient done en commun un élément appartenant A 
k Ll 
Vexposant s’*! et par suite aussi l’¢mettant d’ordre s’*? contrairement a la 
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supposition. Désignons par A le groupe qui a Z pour base. Je dis que le 


groupe B, n’a de commun avec A que |’élément-unité. En effet, si ces groupes 






avaient en commun en ¢lément appartenant 4 l’exposant s”—°, le groupe A 






serait un sous-groupe de B, et 






b, —_ i. 1Hpsms —w, 






ferait partie du groupe B,; le groupe B, serait done un sous-groupe de &, con- 
trairement & la supposition. De méme, si B, et A avaient en commun un 
élément L** ot 0<C¢< w,—v et z non divisible par s, on aurait 







50}, — Se — — 
hes w+ b; 2st — [28 (gr. 5.) 





et les groupes B, et B, auraient en commun un élément 67%" appartenant 4 un 
exposant s”—* ot. w,— ¢t >, et par suite les groupes B, et 6, auraient aussi en 
commun l’émettant d’ordre s” —* contrairement a la supposition. Soit donc 


B,A me (gr. Bi). 























Je dis que le groupe ¥ d’ordre s**t” —” contient tous les éléments qu’on peut 
obtenir en combinant un élément du groupe B, avec un élément du groupe B,. 
Kin effet, un tel élément 
bib} 
sera aussi égal a 
b{L- Iygne’s ~~" bft+ gha’x — Pe 
et ferait partie de par cons¢quent. Si dans la suite 
B,, Bei «<s Sh, 


on remplace B, par A, tout élément de 8, pourra encore étre représenté comme 
un produit d’¢léments de la nouvelle suite de groupes que nous venons d’obtenir. 
Cette nouvelle suite différe de la précédente en ce qu'un groupe A y est d’un 
ordre s”—° inférieur 4 l’ordre s” du groupe correspondant de la premiére suite. 
Tous les autres groupes correspondants des deux suites sont de méme ordre. 

Si la nouvelle suite renferme des groupes ayant des ¢mettants d’ordre s 
identiques, on pourra appliquer la méme transformation et l’on remplacer: 
encore un des groupes par un autre d’un ordre inférieur. Comme cela ne peut 
aller 4 V’infini, on finira par arriver 4 une suite que nous désignerons encore par 

J ere 


et dont les émettants d’ordre s . 


a eee 3 
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seront tous différents entre eux. Le nombre n a d’ailleurs une valeur ¢égale ou 
inférieure & celle qu’il avait précedemment. Cela étant ainsi, si l’on peut com- 
biner les émettants 


on aura My BB yc «0: By 


et 2 =m, par cons¢quent. Si non, supposons qu’on puisse combiner les ¢met- 


tants CO, Cannan ys 


mais que C,,, ait en commun avec le groupe 
ha a 65 é Sa G, 


un élément différent de l’élément-unité; C,,, sera alors un sous-groupe de C. 
Posons de méme 
Beis, .. +.B, 


et remplacons la décomposition précédente par une autre 
— /pRi / 
Boe ...:. «2h, 


ot l’émettant C;,,, entre explicitement comme ¢mettant C/ d’un groupe BA par 
exemple, ot h<k. Si dans la derniére suite, on remplace les groupes 


ee 
par les groupes i? ee: 


on obtient une nouvelle suite dont les émettants d’ordre s ne seront plus différ- 
ents entre eux. Les ordres des groupes correspondants seront d’ailleurs les 
mémes dans les deux suites. I] y aura donc lieu d’appliquer une nouvelle trans- 
formation & la suite 

- eee oe Tereeres 
et de continuer 4 appliquer une telle transformation jusqu’’ ce qu’on obtienne 
une suite que je désignerai encore par 


| a 


et qui n’aura plus d’émettants égaux. Si l’on ne peut combiner les émettants 
d’ordre s de cette nouvelle suite, on la transformera encore en une suite ayant 
des émettants égaux. 

On voit qu’d toute suite telle que 


. eee © 
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dont les groupes ne sont pas susceptible d’étre combinés en un produit, on peut 
appliquer soit une opération @ qui consiste & supprimer un groupe tel que B, ou 
i le remplacer par un autre d’un ordre inférieur et cela de maniére que la 
nouvelle suite puisse représenter, par la composition, les mémes éléments que 
celle dont elle provient ; soi, dans le cas ot l’opération @ n’est pas applicable, 
une opération J qui consiste 4 remplacer quelques uns des groupes de la suite 
par d'autres de méme ordre et cela de maniére que la nouvelle suite puisse repré- 
senter, par la composition, les mémes éléments que celle dont elle provient et 
que la nouvelle suite soit susceptible d’étre objet de l’opération ¢@. 

De telles opérations doivent nécessairement aboutir, et l’on finira par arriver 
i une suite de groupes 


B,, B+. 


n 


susceptible d’étre combinés en un produit et de représenter, par la composition, 
tous les éléments du groupe &,. On aura done 


=,— B,B,....B 


n 
et par suite n=. 


La derniére valeur de » est, comme on le voit égale & m,; il s’ensuit que la 
premiére valeur de n est Cgale ou supérieure 4 m,. C’est précisement ce que 


nous voulions ¢établir. 
(ad suivre. ) 
10 juillet 1888. 












On the Theory of Groups. 


By Pror. Caytey. 


I refer to my papers on the theory of groups as depending on the symbolic 
equation #* = 1, Phil. Mag., vol. VII (1854), pp. 40-47 and 408-409; also vol. 
XVIIT (1859), pp. 34-37; and “On the Theory of Groups,” Amer. Journ. of 
Math., vol. I (1878), pp. 50-52, and ‘The Theory of Groups: Graphical Repre- 
sentation,” id., pp. 174-176; also to Mr. Kempe’s ‘Memoir on the Theory of 
Mathematical Form,” Phil. Trans., vol. 177 (1886), pp. 1-70, see the section 
‘‘Groups containing from one to twelve units,” pp. 37-48, with the diagrams 
given therein. Mr. Kempe’s paper has recalled my attention to the method of 
graphical representation explained in the second of the two papers of 1878, and 
has led me to consider, in place of a diagram as there given for the independent 
substitutions, a diagram such as those of his paper, for all the substitutions. I 
call this a colourgroup; viz. for the representation of a substitution-group of s 
substitutions upon the same number of letters, or say of the order s, we employ 
a figure of s points (in space or in a plane) connected together by coloured lines, 
and called a colourgroup. 

I remark that up to s= 11, the first case of any difficulty is that of s= 8, 
and that the 5 groups of this order were determined in my papers of 1854 and 
1859. For the order 12, Mr. Kempe has five groups, but one of these is non- 
existent, and there is a group omitted; the number is thus = 5. 


The colourgroup consists of 8 points joined in pairs by > 8 (s—1) coloured 


lines under prescribed conditions. A line joining two points is in general 

regarded as a vector drawn from one fo the other of the two points; the cur- 

rency is shown by an arrow, and in speaking of a line ab we mean the line from 

atob. But we may have a line regarded as a double line, drawn from each to 

the other of the two points; the arrow is then omitted, and in speaking of such 

a line ab we mean the line from 6 toa and from ato. A fresh condition is 
19 
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that for a given colour there shall be one and only one line from each of the 
points, and one and only one line ¢o each of the points. We may have through 
two points a, b only the line ab of the given colour; this is then a double line 
regarded as drawn from a to 6 and from 6 to a; and there is thus one and only 
one line of the colour from each of these points and to each of these points. 
The condition implies that the lines of a given colour form either a single polygon 
or a set of polygons, with a continuous currency round each polygon; for 
instanee, there may be a pentagon abcde, meaning thereby the pentagon formed 
by the lines drawn from a to b, from b to ¢, from ¢ to d, trom d to e, and from 
etoa. An arrow on one of the sides is sufficient to indicate the currency. In 
the case of a double line we have a polygon of two points, or say a digon. 

There is a further condition which, after the necessary explanation of the 
meaning of the terms, may be concisely expressed as follows: Hach route must be 
of independent effect, and (as will readily be seen) this implies that the lines of a 
given color must form either a single polygon or else two or more polygons each 
of the same number of points: thus if s = ks,, they may form / s,-gons; in par- 
ticular, if s be even, they may form +8 digons. 

To explain the foregoing statement, first as to the term “route.” I denote 
the several colours by capital letters, R= red, G= green, B= blue, ete. Any 
capital or combination of capitals determines a route; #& means go along a red 
line; RRBG, go along a red line, a red line, a blue line, a green line, and so in 
other cases. Given the starting point, or initial, the route determines the 
several points passed through, and the point arrived at, or terminal, thus 
aRRBG = abefk, =k, means that the route RLBG leads from a through b, e, f 
to kh, viz. that the red line from a leads to 6, the red line from 6 leads to e, the 
blue line from e¢ leads to /, and the green line from / leads to 4. We may give in 
this way the Itinerary, or write simply aRRBG =k, meaning that the route 
leads from a to &. We may of course write # for RL, and so in other cases. 
A single capital, as already mentioned, is a route, but it may for distinction be 
called a stage. A stage, and thence also a route, may be reversed; R-! means 
go along the red line drawn to the point; if a?= 6, then bR~'= a; and so if 
aeRRBG = abcfk, =k, then GB" RR = es, = 2; BOR = 
and so in other cases. 

The effect of a route depends in general on the initial point: thus, a route 
imay lead from a point a to itself, or say it may be a circuit from a; and it may 
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not be a circuit from another point 6. And similarly two different routes each 
leading from a point a, to one and the same point a, or say two routes equiva- 
lent for the initial point a, may not be equivalent for a different initial point b. 
Thus we cannot in general say simpliciter that a route is a circuit, or that two 
different routes are equivalent. But the figure may be such as to render either 
of these locutions, and if either, then each of them, admissible. For it is easy 
to see that if every route which is a circuit from any one initial point is also a 
circuit from every other initial point, then two routes which are equivalent for 
any one initial point will be equivalent for every other initial point. And con- 
versely, if in every case where two different routes are equivalent for any one 
initial point, they are equivalent for every other initial point, then every 
route which is a circuit from any one initial point is a circuit from every other 
initial point; and we express this by saying that every route is of independent 
effect: this explains the meaning of the foregoing statement of the condition 
which is to be satisfied by a colourgroup. 

It is at once evident that a colourgroup, qua figure where each route is of 
independent effect, furnishes a graphical representation of the substitution-group 
and gives the square by which we define such group. For in the colourgroup of 
s points we have the route from a point to itself and the routes to each of the 
other (s — 1) points, in all s non-equivalent routes; and if starting from a given 
arrangement, say abed ...., of the 8 points, we go by one of these routes from 
the several points a, b,c, d,.... successively, we obtain a different arrange- 
ment of these points. Observe that this is so; the same point cannot occur 
twice, for if it did, there would be a route leading from two different points b, f 
to one and the same point «, or the reverse route from # would lead to two 
different points b, 7. The route from a point to itself which leaves each point 
unaltered, and thus gives the primitive arrangement abcd ...., may be called 
the route 1. Taking this route and the other (s—1) routes successively, we 
obtain s different arrangements of the points, or say a square, each line of which 
is a different arrangement of the points. And not only are the arrangements 
different, but we cannot have the same point twice in any column, for this would 
mean that there were two different routes leading from a point to one and the 
same point 2; hence each column of the square will be an arrangement of the 
s points. We have thus the substitution-group of the s points or letters ; the s 
routes, or say the route 1 and the other (s— 1) routes, are the substitutions of 


the group. 
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The complete figure is called the colourgroup. As already mentioned, the 
lines of any colour form either a single polygon or two or more polygons each of 
the same number of points. The number of lines of a given color is thus = s, 


or when the polygons are digons (which implies ¢ even), the number is = > 8. 


The number of colours is thus = + (s — 1) at least, and =(s—1) at most. A 


general description of the figure may be given as in the annexed Table. Thus 
Rk. 2 3gons = 6 

B,G, Y. (3 2gons)’ = ¢ 
15 


for the group 6B we have ; we have the red lines 


forming two trigons, 6 lines, and the blue, green and yellow lines each forming 
° * : i : ° 
three digons, together 3X8, = 9 lines, in all 15, =~, 6.5 lines. Such descrip- 


tion, however, does not indicate the currencies, and it is thus insufficient for the 
determination of the figure. But the figure is completely determined by means 
of the substitutions as given in the outside column of the square, thus 
R= (abc)(dfe) shows that the red lines form the two triangles abe, dfe with 
these currencies, G = (ad)(be)(cef), that the green lines form the three digons 
ad, be, cf, and so for the other two colours B and Y. 

The lines of a colour may be spoken of as a colour, and the lines of a colour 
or of two or more colours as a colourset. The colourset either does not connect 
together all the points, and it is then a broken set; or it does connect 
together all the points, and it is then a bondset. A bondset not containing 
any superfluous colour is termed a bond, viz. a bond is a colourset which connects 
together all the points, but which is moreover such that if any one of the colours 
be omitted it becomes a broken set. The word colour is used as a prefix, colour- 
set as above, colourbond, ete., and so also with a numeral, a twocolourbond is a 
bond with two colours, and so in other cases. Observe that we may very well 
have for instance a threecolourbond, and also a twocolour or a onecolourbond, 
only the colours or colour hereof must not be included among those of the three- 
colourbond, for this would then contain a superfluous colour or colours and would 
not be a bond. 

A colourgroup may contain a onecolourbond, viz. this is the case when all 
the points form a single polygon; it is then said to be unibasic. If it contains 
no onecolourbond but contains a twocolourbond, it is bibasic; if it contains no 
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onecolourbond or twocolourbond but contains a threecolourbond, it is tribasic, 
and soon. In all cases the number of bonds (onecolour-, twocolour-, etc.) may 
very well be and in general is greater than one; thus a unibasic colourgroup will 
in general contain several onecolourbonds, a bibasic colourgroup several two- 
colourbonds, and so on. 

The bond of the proper number of colours completely determines the colour- 
group ; in fact the colourbond gives the route from any one point to each of the 
other (s —1) points; that is, it determines all the s routes, and consequently the 
colourgroup. The only type of onecolourbond is the polygon of the s points; we 
have thus for any value whatever of s a unibasic colourgroup which may be called 
sA. The theory is well known. Ifs be a prime number, the number of colours 


1 , 
is = -, (s — 1), each colour gives a polygon through the s points, so that we have 


here only onecolourbonds; but in other cases we have broken sets, and there 
will be in general (but not for all such values of s) twocolourbonds. Observe, 
moreover, that for s a prime number the only colourgroup is the foregoing uni- 
basic group 84. I have just employed, and shall again do so, the word type ; 
the sense in which it is used does not, | think, require explanation. 

Passing next to the bibasic colourgroups sB: there will be in general for a 
given composite value of s several of these, and in the absence of a more com- 
plete classification they may be called s61, s62, ete. In regard hereto observe 
that supposing for a given value of s that we know all the different types of two- 
colourbond, each one of these gives rise to a group, but this is not in every case 
a group 8B; any twocolourbond contained in the corresponding group sA would 
give rise to the group sA which contained it, and not to a groupsB. We have 
thus in the first instance to reject those twocolourbonds which are contained in 
the group sA. But attending only to the remaining twocolourbonds, these give 
rise each of them to a group 8B, but the groups thus obtained are not in every 
case distinct groups. For looking at the converse question, suppose that for a 
given value of s we know the group sA and also the several groupssB. In 
any one of these groups, combining in pairs the several colours hereof kG, RY, 
GY, etc., we ascertain how many of these combinations are distinct types of 
twocolourbond, and in this manner reproduce the whole series of types of two- 
colourbond, not in general singly, but in sets, those which arise from 8A, 
those which arise from sB1, those which arise from sB2, etc.; and we thus have 
(it may be) several types of twocolourbond each leading to the unibasic group 
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sA, several types each leading to the bibasic group sB1, several each leading 
































to 3 B2, and so on. 

The like considerations would apply to the tribasic colourgroups sC. Sup- 
posing that we had for a given value of s the several distinct types of three- 
colourbond, it would be necessary first to exclude from consideration those which 
give rise to a unibasic group sA or a bibasic group 8B, and then to consider 
what sets out of the remaining types give rise to distinct tribasic groups 8C. 
But in the table we have only one case 8C of a tribasic group. 

I give now a table of the several groups s = 2 to 12, viz. these are as 
above: A, unibasic; B, bibasic; C, tribasic; the several groups being 

24, 3A, 4A, 5A, GA, 7A, 8A , ODA, 100A, 114, 124 , 


4B, 6B, 8B1, 9B, 10B, 12B1, 
8 B2, 12B2, 
8 B3, 12B3, 
8C , 12B4, 


in all 23 groups. 


TABLE OF THE GROUPS 2 TO 12. 









































2A | l colour. 
a | b-41 =1 R. 1digon 1 
1 
bi a]R=(ab)=R 
3A | | | 1 colour. 
ad | b | eyi =1 =1 R. 18gon 8 
_ a= —— 3 
b | ec | @]| R =(ebe)—2 
ae ee 
| |e | a|b | R?=(acb) =R-! 
~ ee ee ee ee ee 
4A | | | | 2 colours. — ‘ 
| ele la ht oa =1 gon 
| ak wah wl | G. 2digons 2 
! an ee 6 
| ble |d|a]|R =(abed) =R _ 
| || more 
C | d|\a| b | R?=(ac)(bd) =G@ 
R?=(adeb) =R-' 














arene 


és cee 


WAS, 


Spice 
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4B | | | 3 colours. 



























































|la|/bob|elad|1i =1 =1 R,G, Y. (2digons)* 6 
Dae eet 6 
| bia;|;d|ec}R =(ab)(cd)=R 
ec |d|\al|b G =(ac)(bd) =G 
—_ —_ 
dic|b | a|R@=(ad)(be)=¥ 
5A 2 colours. 
albileldie}1i =1 =1 R, G. (15gon)? 10 
g aes a ee 10 
| b|c|d\|ej|a|{R =(abede)—R 
| 9 — 
| c d|ej|a@| b | R?=(acebd) = G 
| ———- - 
| d|ejaj|b | e | R*= (adbec)= G' 
e|a\b/|e | d|Rt= (aedeb)=R' 
: e 3 sae Z 
6A | | | | | 3 colours. 
ere! oe) ©) eis ee ss =a 
Ee een ee Sone cee 
| ; | 
bic | d|e|f | a|R = (abedef ) = R. 16gon~ 6 
|| oe G. 28gons 6 
| | | Y. 3digons 3 
ec |d | e|f|aj|b | R*?=(ace)(bdf) =G 15 
die lf |a}|b |e | R?=(ad)(be)(ef) =Y 
| 
a Pe et eR 
e|f|a]|6b!e|.d | R*=(aec)\(bfd) =G' 
| {f >a) bob) e | d| e | R°=(afedeb) =F" 
6B | | 4 colours. 
ah) ole @ it orgs =i —a R. 28gons 6 
< | G, Y, B. (8 digons)* 9 
15 
biela|f|}d\|te|R =(abe)(dfe) =—R = 
eciaibie!f $= d|R? =(aeb)(def) =R™ 
| : z 
| Pdietfi@a|el ee = (ad)te}(d) =e 
| eifidie¢eiea | b | R@ =(ae)(bf)(cd) = VY 
| Fd lelble | a | R°?G=(af)(bd)(ce) = B 
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3 colours. 
: 2 | =) 


R =(abedefg) = R 


Rk? = (acegbdf) = G 


I? = (adgefbe) = Y 


R* = (aebfegd) = Y-! 


Rt = (afdbgec) = G-? 


R* = (agfedcb) = R- 











Rk, G, Y. (1 7gon)* 21 
21 


























4 colours. 
i = =1 


R = (abedefgh) = 


R? = (aceqg) (bdef) =i 


R* = (adgbehcf) =e 


R* = (ae)(bf)(eg) (dh) = B 





R* = (afchebgd) =@g-* 


R* = (agec)(bhfd) = 7 


R’ = (ahgfedcb) =" 

















(1 8gon)? 
2 4gons 
4 digons 
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8B1 l Nl 5 colours. 
a) >| ei) @ieltfigia}a =1 ast R,I. (24gons)? 16 
2 | ae a ae Y, G, B. (4 digons)* 12 
} | | ~ 28 
b | c | dia | } ig | h | e|R = (abed)(efgh) =f = 
gi keels g|h|e|f | R? =(ae)(bd)(eg)(fh) =Y 
dja|bjc|h|e}!f|g |R*® = (adeb)(ehgf) =i 
—|— ||} 
elfig|h|a|bv|e|dad|G@ =(ae)(bf)(cg)(dh) =G 
fig|hj\e)|bj|e|d|a|RG =(afch)(bgde) =F 
eikiet sy}; <e:<€ | a | b | R?G=(ag)(bh)(ce)(df) =—B 
hielf | g\d | a lb |e | BG = (ahef) (bedg) =e 
8B2 | 6 colours. 
a@a|/bjc|dje|;f\gi|hkjl = = R. 24gons 8 
CS ee ee ee See, ee ee Y, G.I. B, O. (4 digons)> 20 
bleldla|n| e [ff og |R =(abed(erg?) =2 = 
ec|d\|a\b|g\|hj\e|f | R*% =(ae)(bd)(eg)(fh)= Y 
dia|bijc|fig|h|e|R* =(adeb)(efgh) =R! 
‘ elfilg|h\|al|bvjle|d|@ = (aeOf)(cg)(dh)=G 
fig\|hj\ie|}dj|a|b |e | RG =(af)(bg)(ch)(de) =I 
g\|hie|fjie|d}|a| b | R°G= (ag)(bh)(ce)(df) =B 
hie|iffig| 6 | e,|dja R*°G = (ah) (be)(ef)(dg) = O 
= 





























20 
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T 4 colours. 
fig|hfi =1 R,G, B. (24gons)* 24 
| Y. 4digons 4 






e;}f |g |R =(abcd)(efgh) we - 























































lolglalely| a =(omatenin =r 

dja/bje|f | g | Z | pi R* = (adcb)(ehgf) =’ 
i‘ tow * . io d|G@ =(aecg)(bhdf) =G 
| eke. | ‘ fe La |» Ki R®G=(afch)(bedg) =B 
| gih | 7 fleld | a | b | R?G=(agee)(bfdh) =G"' 
ee ee ae ee ee = 
| h | e | JS i¢gisbie | d | a| RG = (ahcf)(bgde) = * 
| 























RGY = (ah) (bg)(cf)(de) = 








8C l | | 7 colours. 
alble }dlel/fjg/ aft =1 —1 R,G,B,Y,1,0,V. (4 digons)’ 28 
| asl 28 
i (aie aii (canal (uae == 
blalid | eifile | h\g{R = (ab)(ed)(ef)(gh) = R 
| | 
ce | dia | big | h | e|fitG = (ae)(bd) (eg) (fh) =G 
| ++ t.i 4 
| Jd c}|bj)a hig! fe | RG =(adjbe)(eh)(fg) = B 
| | : | 
| | | | 
i iheve ie | hia!bje}d|¥ =(ae)(bf)(eg)(dh)=Y 
1 ok oD : 
| 
| ‘A | e | | g|\o\|-a | d =e |RY =(af)(be)(ch)(dg) =I 
| }a )a|e | fie!|d|ai\bo|G@yY =(ag)(bh)(ce)(df) =O 
| 
| 

















9A | 


9B 
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a | biel die:figthbk! 4 
ble|dlelf gihkitjia 
c|l|ad | e|fig,;h|}¢]a]|b 
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4 colours. 


1 = 
R = (abedefghi) = 2 
Rk? = (acegibdth) =a@ 


R* = (adg) (beh) (efi) = Y 
R* = (aeidhegbf) =e 
k° = (afbgchdie) = B 
R* = (agd)(bhe) (cif) = Y~' 
3G" 


k* = (ahfdbigec) 


=k 


R* = (athgfedcb) 


4 colours. 


1 cao =f 
R = (abe) (def) (ghi) = R 
R? = (ach)(dfe)(gih)=R 


G = (adg) (beh) (eft) = G 
RG = (aet)(bfg)(edh) = B 


R°G = (afh)(bdi)(ceg) = Y 


G? = (agd)(bhe) (cif) = G' 
RG? = (ahf)(bid)(ege) = Y-' 


R?*G? = (aie) (bgf)(chd) = B-' 


kh, G, BLY. 
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(1 9gon)* 27 
33gons 9 
36 


(3 8gons)* 36 
= 
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5 colours. 


1 =a 
R = (abcdefghij) — 
R? = (acegi) (bdfhj) =G 
R* = (adgjcfibeh) — 
R* = (aeieg) (bfdjh) = iB 


R® = (af) (bg) (ch) (di) (e) = O 


R° = (ageie)(bhjdf) = B" 
R? = (ahebifejgd) =Y-} 
R® = (aigec) (bjhfd) sg" 
R° = (ajihgfedcb) =F 

1 == = 
R= (abede)( fjihg) =R 
R? = (acebd)( figjh) = 
R* = (adbec) (fhijgi) =Y"' 
R* = (aedeb) ( fghij) = Rk 
G = (af) (bg) (ch) (di) (qj) = G4 
RG = (ag) (bh) (ct) (dj) (ef) = B 
R°@= (ah) (bi)(q¥) (df) (eg) = O 


R°G 


R*G 


= (ai) (bj) (ef) (dg) (eh) = V 


= (aj) (bf) (eg) (dh) (et) =I 


(GY 2B. 
0. 


Te 
G, B, O, V, I. 


(1 10gon)* 
5 digons 


(2 5gons)? 
(5 digons)°® 






4 


ao 


| BI 


20 
26 
45 



























































11A ] Nl l 5 colours. 
aloljelale|flg|hlilglueda =1 =) RG, ¥, 
Ee So Oe ee ee ee ee 
b elalelsfalalels| a] R = (abedefghijk) = R 
| e|d be f | gihlailgi kl - b | R? = (acegikbdfhj) — G 
| dje | % | g | h | a | j |\k|ai\bj|e|R*® =(adgjbehkcfi) = Y 
; o| h | a | j | ; | " _b r la Rt = (aeibfjegkdh) = B 
t ‘aes s k | a|b |e | ale R° = (afkejdichbg) = O 
eS Ee ee ee: Comes See Sveen eee Seen eter 
gih|i | J [kj a)|b| e|d| e| f | R® = (agbheidjekf) = O-' 
“| P ale a | 6b ws die lt |g R’ = (ahdkgcjfbie) = B-' 
| Z | j ba . c a e Ea g | % R* = (aifckhelbjgd) = Y~' 
| j ef a | bie | d|eifig ih | i|R°* = (ajhfdbkigec) = G-' 
fJalalolela c/s a) mt gm = (obingieae) =e 
12A l l l 6 colours. 
ah call al Douala ae ol Wiad 6.20) Hedl Niaks |idlitals sa3 
Ss tala _ | g@ik&is*tizst Ria | a|R = (abedefghijkl) = 
| elalel tala a j had l « b | R? = (acegik) (bdfhjl) ae 
die | f | gihit|g lei] ti\alob | e | R® = (adgj)(behk) (cfil) = 
e alee ¢\;f|Bi tt) a] & ates R* = (aei)(bfj) (egk) (dhl) =e 
r | g Porm * : ajbie * e | R® = (afkdibglejch) =@ 
x Ble f ‘* * mi b ¢ | < ‘al f | R® =(ag)(bh) (ct) (dj) (ek)( fl) = V 
| ‘ elela x a b - P e|f pr R’ = (ahejelgbidkf ) =o} 
| Dol ig ‘% a bjec|dijeif im h | R® = (aie) (bjf) (ekg) (dih) = 
je Sa ee eee) ee a oe ee ee | 
| ji\keitialtbsjec|dieif|gi|h| t | R®° =(ajgd)(bkhe)(clif) =F" 
SSS ee Se eee ever eae ee in 
| kil (a bij ec|di ei filgl|hi tig R= (akigee) (byjhfd) peed 2 a 
y See = can oe coe Sees Oe 
| l | a | b | c|ld | eif 9 | h|}t}|}j}k | R''= (alkjihgfedcb) =" 





B, O. 


(1 1igon)® 55 
55 








12 
12 
12 


R,O. (112gon)? 24 
G. 2 6gons 
Y. 3 4gons 
B. 48gons 
V. 6digons 


- 
“ 











7 colours. 
=—1 =a | R,P,O. (26gons)? 36 
Vz 3gons 12 
,G,V. (6 digons)* 18 
R = (abedef) (ghijkl) =f 66 


R? = (ace)(bdf)(gik)(Wjl) =Y 
=(ad) (be) (ef) (gj) (hk) (al) 

R* = (aec)(bfd) (gki) (hij) 

R° = (afedcba) (glkjih) 

G == (ag) (bh) (ci) (dj) (ek) (fl) 

RG = (ahejel)(bidkfg) 

R2G = (aiegek) (bjfhal) 

R*G = (aj) (bk) (el) (dg) (eh) (ft) = V 

R'G = (akegei) (bdlhjj) so * 


R°G = (alejeh) (bgfkdi) — p-! 














9 colours. 


= 2 6gons 


R. 
Y. 48gons 
S. 


BG, PO: Vad, (6 digons)’ 


R= (abedef) (glkjih) —R 
R? = (ace) (bdf) (gki) (hij) 

R® = (ad) (be) (ef) (gj) (hk) (i) 

R* = (aec)(bfd)(gik) (hjl) 

R* = (afedeb) (ghijkl) 


G =(ag)(dh) (ci) (dj) (ek)(f) = @ 





RG =(ah)(bi)(ej)(dk)(el)(fg) = P 


R°G = (ai) (bj) (ck) (dl) (eg) (fh) = O 


R°G = (aj) (bk) (el) (dg) (eh) (fi) =V 





R*G = (ak) (bl) (eg) (dh) (et) (fj) =I 


R°G = (al)(bg)(ch) (di) (qj) (fk) =S 
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R 


R? 


R 


Rt 


R? 


G 


RG 


R°G 


R’G 


R'G 


iG 


RGR? 


RG 


RGR 


GR? 


=5 


= (abedef) (glkjih) 


= (ace) (bdf) (gki) (hij) 


6 colours. 


=4 


=F 


=F 


= (ad) (be)(ef) (gj) (hk) (i)= Y 


= (aec) (bfd) (gtk) (jl) 
=(afedeb) (ghijkl) 
="(agdj) (bhek) (cifl) 
= (ahdk) (biel) (ejfg) 
= (aidl) (bjeg) (ckfh) 
= (ajdg) (bkeh) (cl/t) 
= (akdh) (blet) (cgfj) 


= (aldi) (bgej) (chfk) 


=) 


=e 


=" 


—- 


7 colours. 


= (abe) (def) (ghi)(jkl) 


= (ach) (dfe) (gih) (jlk) 


= (ad) (bl) (eg) (et) ( £7) 


— (aeg) (bjd) (chl) (fki) 


= (afl) (bkg) (cid) (ehj) 


= (age) (bdj) (clh) (ik) 


= (ah) (be) (ej) (dk) ( fg 


= (aij) (bfh) (cke) (dig) 


= (ajt) (bhf’) (cek) (dgl) 


(hk) 


)(il) 


ce 


. R 


=e 


oy 


| 


= 


_ P-! 


R°GR = (ak)(bi) (ef) (dh) (el) (dj) = V 


R?GR? = (alf) (bgk) (edi) (ejh) 





=@ 


R. 
G. O, P. 
B. 
¥. 


R, B, P, O. 
Y, G, V. 





26gons 12 
(3 4gons)* 36 
4 3gons 12 
6digons 6 
66 

(4 8gons)* 48 


(6 digons)* 18 
S 
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Extracting from these colourgroups the twocolourbonds contained in them 
respectively, we have the twocolourbonds shown in the annexed series of figures. 
I have in each case given the number 4B, 6A, etc., of the colourgroup in which 
the bond is contained, and which colourgroup is given conversely by the two- 
colourbond. The several points may have letters a, b, c, d, etc., attached to them 
at pleasure, but as the particular letters are quite immaterial, it seemed to me 
better to give the several figures without any letters. 


4B 6A 6B 
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12A 12A 


Vv 
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snsie 12B1 
= 7 - i” 
> 
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7 <4 


12638 12B38 
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12B4 








< a 








21 
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In any one of the foregoing forms of twocolourbond, each point is in its 
relations to the other points indistinguishable from each of the other points. 
This would seem to be a relation of symmetry equivalent to the before-men- 
tioned condition that each route is of independent effect; and it would moreover 
seem as if the relation of symmetry were satisfied for each of the following 


forms: 
12 (wrong form). 12 (wrong form). 
a\ 









































12 (wrong form). 









































Each of these is, however, a wrong form, not satisfying the condition that each 
route is of independent effect. As to this, observe that when the condition is 
satisfied, there are in all (s =) 12 non-equivalent routes, and there is thus a 
completely determinate square. When the condition is not satisfied, there are 
more than this number of non-equivalent routes, and there may very well be 
8 routes giving rise to a latin square, viz. a square each line of which, and also 
each column of which, contains all the letters, and which thus seems at first sight 
to represent a substitution-group ; but the substitutions by which each line of the 
square is derived from itself and the other lines of the square are not the same 
as those by which each line is derived from the top line, and thus the square 
does not represent a group. Thus in one of the above wrong forms, starting from 
the routes R = (abcdef)(glkjih) and G = (agciek)(bhdjfl), we have 
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12 (wrong form). G RG 
albile!die Fl gel Beh 6) ah ee) =f «| gi kia 
a ve x ‘ te : g 1. i j k {R= = (abedef)(glkjih) pe | h|tiob 
be - ; fia|\/bi ki lt g h Gi gg | R® =(ace)(bdf)(gki) (hij) clilgle 
i Pagal ‘a e j k ltl gi hi |R*® =(ad)(be)(ef)(gj)(hk) (il) | d | jihid 
e “ aibjc\;d@i;tigikit|gih{R*t = (aec)(bfd)(gik) (hjl) e|jk\|é¢jfe 
s a| 6 | e . e h' ti jg}k lg | R® = (afedcb) (ghijkt) SELLS So: 
g | hi\;¢@ig | h\|tie|die;f|a)}b G4 = (ageiek)(bhdjfl) gic|\ieik 
h | , |j' ki lig = bj\e,dj\e'! f | a| RG = (ahejel) (bidkfg) es Bi FG 
? | j ‘a | Lieghia bije,\,d.se. f | R?G= (aickeg)(bjdlfh) ti¢@)@)g¢ 
j F y gihit|f}|a!ibjse| ad} e | R8G= (ajeleh) (bkdgi) (oe ee se 
se ; g h ie je f a,b se} d | R*G= (akegei)(bldhtj) Be) ae i} 
7 g | fe} ep gtk 4 e f abe | R°G= (alehej) (bgdifk) e | Of alg 




















which is not a group; there is no substitution G~'= (ekeicg)(blffdh). And we 
see that in fact each route is not of independent effect; the route GR?G leads as 
shown from the primitive arrangement abcdefghijkl to abedefkighi, viz: it is a 
circuit from each of the points a, b, c, d, e, f, but not from any one of the remaining 


points g, h, 1,7, k, 1. 











Vortex Motion in certain Triangles. 


By A. H. H. Love, B.A., Fellow of St. John’s College, Cambridge. 





1. In the Proceedings of the London Mathematical Society, Vol. XII, Routh 
has explained a method whereby the motion of a fluid in two dimensions due to 
sources or vortices situated within a given region can be inferred from the motion 
due to sources or vortices of equal strength placed at the corresponding points of 
another region, whenever, by means of a transformation by conjugate functions, 
we can obtain a correlation*® (‘‘conforme Abbildung”) of the first region with the 
second in such a way that elementary portions of the two regions are similar. 
The conditions for such correlation may be expressed as follows: Let Z be a 
function of a complex variable z, and suppose Z and z represented in the usual 
manner by points on two planes, then the boundary of any region in the z plane 
will be transformed into a certain curve in the Z plane. The function Z is to be 
chosen to be finite, continuous, and one-valued within the region in the z plane, 
and points on the boundary in the z plane are to correspond to points on the 
boundary in the Z plane in such a way that one point on either boundary corres- 
ponds to one point on the other. 

If ® and ¥ are the velocity- and stream-functions of any fluid motion in the 
Z plane, then @ + vB is a function of Z, and Routh shows that the velocity- and 
stream-functions in the corresponding motion within the correlated region of the 
Z plane can be inferred by simply substituting for Zin ® + :® its value expressed 
as a function of z. ; 

In Art. 21 of Riemann’s “Inaugural Dissertation” (Ges. Werke, p. 40) it is 
stated that the problem to find a correlation of two simply-connected plane regions 








* For the theory of the correlation of two plane regions the reader may consult Darboux, ‘‘ Théorie 
Générale des Surfaces,’’ ch. IV, or Holzmiiller, ‘‘ Einfiihrung in die Theorie der isogonalen Verwandt- 
schaften und der conformen Abbildungen.”’ 
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has always one and only one solution,* and thus in particular it is always 
theoretically possible to correlate any given simply-connected plane region with 
that part of a plane which lies on one side of the axis of real quantities. In a 
memoir in Borchardt’s Journal (Bd. 70), Schwarz has discussed the solution of the 
problem when the region to be correlated with the half plane is bounded by a 
polygon, and he has shown that when the polygon is a triangle in the z plane, the 
function Z is in general a transcendent having an infinite number of values at 
every point of the z plane, of which the value along any given branch of the 
function is, however, singly determinate (eindeutig) within the triangle. But there 
are certain exceptional cases in which Z is an algebraic function of an elliptic 
function gz of z, gz being one-valued at every point of thez plane. These excep- 
tional cases are those of a triangle whose angles are 


SPEDE EDGED GED 
= ° — RE A) ae) | =? 40° ag 


The integration of the differential equation on which the correlation depends 
had been considered by Briot and Bouquet in their ‘Théorie des Fonctions 
doublement périodiques.” + 

In what follows I propose to work out in detail these cases, and to apply the 
solution to the problem of the motion of a single vortex within the triangle. 
The solution for any number of vortices can be found by summation, while that 
for sources is obtained by interchanging ® and ¥. 

2. Schwarz shows that if a, b, ¢ are points on the real axis in the Z plane, 
then a triangle whose angles are az, Ga, ya in the z plane can be correlated 
with the half plane above the real axis in the Z — by means of the equation 

az (8 7) = gaa + 5 tt Be 
and the corners of the triangle will correspond to the points Z7= a, b, c. 

This appears because (1) the function z of Z is plainly in any correlation of 
the form C\z+ C,, where C,, C, are arbitrary constants, and z is one determina- 
tion of the function ; (2) the transformation 


Z (lo dz oe Oe A 
as" da Za 








* All solutions are counted as one solution in which finite triangles remain similar. 
+ See the same author’s ‘‘ Théorie des Fonctions Elliptiques,’’ pp. 388 seq. 
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effects a correlation of the half plane Z (imaginary part positive) with the space 
bounded by two lines in the z plane inclined to each other at angle am, and 


meeting in the point corresponding to Z=a. 
It follows that the desired correlation is effected by means of the equation 


Ot 0, = f(Z—ay-(Z— bf -(S—0)'"4Z, (A) 


in which the points a, 6, c are taken to lie in a definite order on the real axis, 
viz. if A, B, C be the order of the corners of the triangle in the z plane at 
which the angles are am, 8x, yx when its contour is described in the positive 
sense, 7. e. with its area on the left, then a, 6, c is to be the order of the points 
in the Z plane which correspond to the corners, the real axis being described in 
the positive sense. 


CasE I.— The equilateral triangle. 


3. In this case the equation (A) becomes 


. 1Z 
Cz+Q= , oe - 1 
e+ G=f iy giz—pia—o) ” 
We may take a=0, b= 1, c= —1; then, supposing Z= — , we have 
. dz’ 
Cz “+ C; =f (7? —1)i . 
Write 1— Z®=7=-1— = ; (2) 
thus __ 3 f* de 
Ort a=— sf Fs 
or 1 _f{* & 
— 3 (Ge+ G) =f Jaa" 
Hence, adjusting constants, we may write 
x= 92, (3) 
where gz is defined by the equation 
pz = 4 (y'z — 1) = 4 (gz — e)(92 — &)(92 — &), ta) 
1 3 1 3 
pa = + ‘~, 4—-1,4a4=— 9 —% ‘ 
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The correlation is effected by means of the equation 








1 
L—— = 9*2, 
giving a a See 
1—g* ( pz — e)( 92 — &)( z — eg) ’ 
thus ZL 1 
Sor ea“ (5) 


4. The elliptic functions given by (4) have been discussed by Greenhill.* 
We have to notice that the discriminant is negative and equal to — 432. The 
real half-period @, is given by the equation 


a _1PG)FG) 


the corresponding imaginary half-period o} = ta,/3. The periods a, a3; corres- 


ponding to ¢, é, are a, = - (a, — @}), o;= = (@, + @3). 

We can also express in a simple form all the roots of the function gz. We 
know that for pure imaginary values of z, gz passes through all real values 
between e,(= 1) and — o, and takes the same value at points whose z differ by 
multiples of 20;. Hence there is a root for some value of z a pure imaginary 
between 0 and 2a;. Now we may show that if gz=0, then 9(3z) = o, this 


follows at once from the formula 
22 (20% — 40982 — 16 
ie nice j P — 16) 
3 (pz — 42) 


; ; 2 , se 
by putting gz=0. Thus it appears that : @, is a root of gz which is pure 


, : , 4 
imaginary and lies between 0 and 20, the other root 3 @, may be regarded as 


2 
8 
sign. 

5. Returning to equation (5), we see that g*z = 0 gives the values of z which 
correspond to Z= + 1, and gz= corresponds to Z= 0. We may choose 


-@) + 2@;, so that it differs from the former by a period and a change of 





*‘* The Trajectory for the Cubic Law of Resistance,” Proc. Royal Artillery Institution, 1886. 





162 Love: Vortex Motion in certain Triangles. 


the pole z for Z=0 to be z=0, and the root z for Z=— 1 to be or 


y 2 1 1 
then since — z a, = (0, + — af) — 20,, we have ¢ (0, of 3 4) = 0, and 


1 
2=O, + > a, may be taken to correspond to Z= 1. 


The function Z= 2/9’z is finite, continuous, and one-valued within the 
equilateral triangle in the z plane whose corners have coordinates 


(0, 0), (0, S50), (01 Sy e . 


and the points on the real axis in the Z plane correspond to points on the sides 
of the triangle, the points Z=0, 1, —1 being those which correspond to the 
corners. The height of the triangle is the real half-period a,. 


Y 











ag 
wa Y 





oO 


a g 


The figure represents the boundaries of the two correlated regions, the points 
0, 1, —1 correspond to the angular points of the triangle and these are marked 
with the same numbers in both figures. 

6. Now let % be the point at which is a vortex of strength m, and let Z be 
the corresponding point of the Z plane, the imaginary part of Z, being supposed 
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positive. Then if Z), 2) be the conjugate imaginaries of Z, %, the fluid motion 
is given by 


Z—Z, m g'2—g'z 
p o=—/”] — —o— ™ loge 0 6 
+ = on 8 Z— Zi in 8 pe — pel (6) 





The position of z is given by y*z = 1 — wy and if z, be one of the roots of 
this equation, there will be other roots which do not differ from z by multiples 
of the periods. There are in fact two such roots %, 2 for which gz, = e,92, 
$%, = €39%, and then z =e,% and z = eg%. 

This appears from the equation 


(GaP2)! = 4 (p's — 1) = 44 (92) — 1} 


d(q2) 


e, being a cube root of unity, from which we deduce 

pes = kun (7)* 

Ste) PC3% = €39Z 

: 1 

7 The roots %, 2, % of the equation g’z = 1 — Fi satisfy the relation % + % 
0 


+z=0. Ifz be the conjugate imaginary to z, then the conjugate imaginaries 
Zi, 2 tO 2, % ALE C52), C42). 
Now consider the function 





1 gz g'z | 
@(2)=| 1 9% 9m | =(~2— 9xu)(9'2 — P'%), (8) ' 
1 9", | 


where 9’z, = 9'% = 9%. 
We know that 





G (4 —2) G (x— 2) O (2 + a+ %) GO (~—x%4)+ 
2 (2) = 2- 2 6268262, ct a) Oe ay} , (9) 


Hence, remembering that 6z is an odd function, and that 


a 





* Greenhill, loc. cit. Art. 6. 
t Halphen, ‘‘ Traité des Fonctions Elliptiques,”’ p. 219. 


22 
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we obtain 
G (z—%) 6 (z—%) 6(z—2) 


7 ie 


9'2 — p'z = 2 
so that the fluid motion is given by 


a ~~ Ol %) @ (z—%) 6 (2 — %) 


7. Greenhill* has considered this case of fluid motion proceeding by the 
method of images. He observes that the images are 


08 oy al op al yl 
£01 ©3201 20) 1204 €3% 


and the similar sets grouped round centres of hexagons whose coordinates are 
2mo,, 2Ma/3; (2m + 1) @,, (2m + 1) a /3. As the vectors of all these are 
included in the formula 2ma, + 2m‘o;, the solution found by summation will be 


that in (12), since 


oe 
Gz = ems (1 — jer 
w 


where w hasall the values taken by the quantity 2ma, + 2m‘o,, when m, m’ are 
integers varying from 0 to + «, except the value 0. In Greenhill’s solution, 
which differs from (12) in form, the 6 functions are formed with @, and @, as 
fundamental half-periods, and, since w,-+ 4 is a period, the 6, so formed is 
included in the G formed with @,, @; as fundamental half-periods. 


Case [1.— The right-angled triangle containing an angle of 60°. 


8. In this case equation (A) becomes 

v IZ 
Cy C. = 5 Toe : 2 4 “ay 
+= g—ale—pig—o) 


Take a= 0, b=1, c=—1, and suppose z= then 


Z dZ' 
O2+ = — fom map a 


Write ioe sis lz 
ne es OO a 


1 
= 








*** Applications of Weierstrass’s Elliptic Functions,’ Proc. Lond. Math. Soc., Vol. XVIII, p. 877. 
} Schwarz, *‘ Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen Functionen,”’ p. 5. 
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x= 2, (16) 
where the invariants and periods of the elliptic functions are the same as in 
Case I. 

The correlation is effected by means of the equation 


Hence, adjusting constants, 


lan Dg 
or 1— gz 
Z= ———. 17 
1+ 9’: ( ) 


The point Z=0 corresponds to gz = 1 or g/z = 0, giving z=@,, @, OF @;, We 
may choose z=@,. The point Z=1 corresponds to gy*z=0, we may choose 
Z= @, + = a. The point Z=—1 corresponds to g*z = », and we may choose 
z= 0. 

The function Z7=(1— g%z)/(1 + g*z) is finite, continuous, and one-valued 
within the right-angled triangle in the z plane whose corners have coordinates 
(0, «.), (o., 0 , (0, 0), and the points on the real axis in the Z plane 
correspond to the points on the sides of the triangle, the points 7= 0,1, —1 
being those which correspond to the corners. The side opposite to the angle of 
60° is of length equal to the real half-period a. 


JY 











t t xX 
an O 1 : 
Z 
The figures are drawn as in Case I. 
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9. Suppose there is a vortex of strength m at z, and let Z be the corres- 
ponding point in the Z plane, and 2, Z the conjugate imaginaries to 2, Zp, 


then the fluid motion is given ad 


Z—Ly p®z — pez 
P+ P= 5 — log ao == log i ee (18) 


— 9% 
The roots of g’z=*% are 2%, €29) 3%) SAY 2%, 21, %, and those of g*z = gz) 
are the conjugate imaginaries, say 2, 2], 2, resolving the numerator and denomi- 
nator of (18) into factors and remembering the fundamental equation (10), we 


find 

m a %) 6 (2 Zo) G(Z + %) G (z +2) G (z + %) 1 

Pr scl | 9 

iat 27 og Si (2 — 21) 6 (2 — 24) 6 (z+ 4) G(z +21) 6 (2 +24) a) 
Case II1.— The isosceles triangle containing an angle of 120°. 


10. In this case the equation (A) becomes 


of dZ 
ere =f ele i(Z—c)8 


Take a = 0, b= 1, c=—1, and suppose z — , then 


IZ! 
Cates “J az 


Write Se iy 
” — a (21) 


tl e dé 
~— Cha+ G=—38 foyer: (22) 


Hence, adjusting constants, 





x= 92, (23) 
where the invariants and periods of the elliptic functions are the same as in 


Case I. 
The correlation is effected by means of the equation 


pez 
1 
4 we eee 
Piz sr 
fe 24 
" eo 


The point Z= 0 corresponds to gz=0 and we may choose z= a, + -> o}. 


» 
> 
The points Z= + 1 correspond to gz = «, and we may choose z=0 for Z= 
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and z= 20, for Z= —1. Then since the function gz does not vanish anywhere 
oii , 1 : 
within the triangle whose corners are z=, + 3 3, 0, 2a, it follows that the 


function gz has no branch-point within the triangle, and is consequently finite, 
continuous, and one-valued within the triangle when its value has been chosen 
for one point. 

Thus, choosing one branch of the function gz, we may say that the func- 
tion Z= 2iz/9'z is finite, continuous, and one-valued within the isosceles 
triangle in the z plane whose corners have coordinates 


1 
Qo, J3 a), (0, 0), ( (20, 0), 


and the points on the real axis in the Z plane correspond to the points on the 
sides of the triangle, the points Z7=0, 1, —1 being those which correspond to 
the corners. The length of the base of the triangle is the real period 2a. 














# 0 
ane 
ie 
—_— 7 1 az 
ye: 
¥ 
—— 3 j - 

Z 





The figures are drawn as in Case I. 


11. i there is a vortex of strength m at z, and let 2) be the conjugate 
imaginary, Z, 4, the corresponding points in the Z plane. Then the fluid 
motion is given by 


& G 7 922 _ z _ 
v4 ln A= w/e} 
& “() - 


3 3 
e 922 Ratn « * a ‘ 
The function ih re ;* is not a rational function of gz, g’z and does not 
y'2 = g'% 


appear to be expressible as a product of 6 functions. 
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Case IV.— The isosceles right-angled triangle. 


12. In this case the equation (A) becomes 


AZ 
Ost =f =a 


Take a=0, b= 1, c= — 1 and suppose Rp then 


adZ! 
ae 


Write 


then 


Hence, adjusting constants, 


where gz is defined by the equation 


pz = 4(pz — 4)( 92 — &)( pz — es), 
qQ\= :. eo —= 0, 3 = — As 
The correlation is effected by means of the equation 


Za ‘ 
} | = 9%, 


~ ipe—aligeoe,) 





giving .... sali. (31) 


15. In the elliptic functions given by (30) we have to notice that the 
discriminant is positive, and the invariant g;=0. The real half-period o is 


given by | rn - € ) 


0= Sgn = r(=) 


and the pure imaginary half-period o’ = w. 
One root of gz is easily found since g(@ + o/) =e = 0. 
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Again “gz—e, and Wgz—e, are singly determinate functions, viz. 


ee ne Gat : — 
V/ 93 — ey = =, and WV gz — e, = —, and since e, = 0 we have in like manner 





Gz Gz 
__ Oy 
= ay Hence _ & 
i. (32) 
6,202 


14. The point Z7= 0 corresponds to gz =0 and we may choose z= a+’ 
The points Z= + 1 correspond to gz = », and we may choose z= 0 for Z= 1, 
and z= 20 for Z= — 1. 

The function Z = 63z/(G,26,z) is finite, continuous, and one-valued within the 
isosceles right-angled triangle in the z plane whose corners have coordinates 
(a, a), (0, 0), (20, 0), and points on the real axis in the Z plane correspond to 
points on the sides of the triangle, the points Z= 0, 1, — 1 being those which 
correspond to the corners. The length of the hypothenuse is the real period 2a. 
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The figures are drawn as in Case [. 


15. Suppose there is a vortex of strength m at the point z, and let Z% be 
the corresponding point in the Z plane, Z the image of Z% in the real axis and 
z, the corresponding point to 4%, it will be necessary to prove that z, z are 
conjugate imaginaries. We shall show that if 2 be the conjugate imaginary 
to %, then Z is conjugate to %,. 

Since 7* and w are real, we see that the function 6, (a + «@), being equal to 
G (a + 8 + @) —7 (a + 

Ga : 


‘*) is the conjugate imaginary to 6, (a —.(). 





am 





, 6’ , 1 w/t Pee, : 
*7 is the constant - which = — +/ ( —— yo ) dx. The constant 7 is ry, and the relations 
W @ FO e W 


nw! — 7/0 = a ix, o =w, 7! =— 4 have place (Halphen, ch. V). 
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The function 6, (a + .3)= aie a ete) gy eth) tact?) and the 





exponential factor is e~?@+F#—-"6—®, Also 
; G{(a + o— (8 + @) + 20')} e-1(a—B) +o (8-44) 
ea 6 (@— w + 20’) " ‘ 


— S{(a+e)—1(8 +o)} E21 (a— +B) + on (B—a) 
sil 6 (@ — w) 


— Gi(a +o) —u(8 +o)} e-2 (a+) + n(B 2) 
6 (@— w) 








Thus 6, (a2 — «@) and 6, (a + 1@) are conjugate imaginaries. 


Again, the function 6, (a + «@)= a 5S + 4)F gnie+ and the expo- 


nential factor is e~""-. Also 


(io a ee 2! F(a) 








os Gja—(8 +o)§ 21 (a— 1B) + 0 (8 +12) 
6 (— w) 


Ce 
noe 6(— @) 


Thus 6,(a+.2) and 6,(a—.@) are conjugate imaginaries, and hence it 
follows that z, zj being conjugate imaginaries, Z, 4 are so, and inversely. 
16. The fluid motion is given by 
Z—Z, m Ge -) _— O20 2. 
= - — 33 
¥ + nie 08 Zz -_— 7 108 e.- / in G24 30 ( ) 


G42 )O5% 


Remarking that gz — 1 = Giz/G*z, 

and gz + 1 = Gz/G'z, 

so that Giz + Giz = 26°22 = 2072, 
equation (33) becomes 


m (G26 % — G532G52%)( 125%) — 952642) 
¥ a asians = 21 ; log © (6,262) pe G5zG525)(G12G524 a G52G,2/) 


The factor 6,262) — 6,2,6,2 of the numerator may be put into factors. 
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Schwarz’s formula [D][9], p. 81, and taking first w=1, A=3, and then 
u= 3,A=1, we have 








GtGrty = 6,” as Kas? = 2 




















—(4—«) 622 624 2 — oe a 
Gate, Eee Pag SSeS 
— (€3 — €) © git h gt th gt 57°, 


whence 


G12G52% — G42 )Ggz = 2 (€, — €s) 6* a 6 * = 6, = + “0 6,3 Faia a 





So that the fluid motion is given by 


1 1 1 
m (G,2G,29—G,zG5%) G my (2-2) © 9 (z—%) ©, > (2-2) O, > = (os 0) 
¥+d=— log - _ - , (35) 
(G,20,2j—GgzO,2) G at +2')6 < (e—2)G =) (z+-2}) G, —— bole. 


2 





17. It may be noticed that in the notation of Jacobi’s elliptic functions 





dn’z 7, _ 1 - 
Za enz ’ k — rnJ/ 2 o (35a) 
So that 1 
_ m — (1+ cn’ z) 
v4O= Flog || y — 7 











= (1+ en?® a\I(2 (1+ en’ z) _ (1+ cn? z)) | 


CN % cn z cn 2 


or m (cn z— oH rN — COG SDtD 
oo] o)\+ — 0 
wes 27 °8 (en z — en 2)) (1 —enz engi)’ (36) 
is the solution for a vortex at %. 
As an example of the application of the method when the motion is due to 
sources or sinks, the solution for a source and sink each of strength m at the base 


angles marked 1 and — 1 is 


O+.¥=™ Io ge. 
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On the Steady Motion of an Annular Mass of Rotating 
Liquid. 


By A. B. Basset, M.A., Cambridge, England. 





1. The recent investigations of Poincaré* and Professor G. H. Darwin} 
have drawn attention to the problem of the figures of equilibrium of rotating 
masses of liquid; and in the present paper it is proposed to consider the steady 
motion of an annular mass of liquid whose cross-section is approximately circular, 
and which is rotating as a rigid body under the influence of its own attraction, 
about an axis through its centre of inertia which is perpendicular to the plane 
of its central line. 

This problem has to some extent been dealt with by Poincaré, who has 
proved that such figures are possible forms of surfaces of equilibrium; but the 
subject is capable of further development, and the object of this paper is to 
show how a solution may be obtained to any degree of approximation by the 
aid of the Toroidal Function analysis which has been so successfully employed 
by Mr. W. M. Hicksf in his investigations on circular vortex rings. 

2. In employing toroidal functions in problems such as the present, I have 
found it convenient to make use of a modified form of the methods introduced 
by Mr. Hicks. This method, together with many of the formulae required, will 
be explained in Chapter XII of my Treatise on Hydrodynamics, but for the sake 
of completeness I shall proceed to give a preliminary sketch. 

Writing o = (z+ ,’*)', and starting with the dipolar transformation 


1 
z+ ®=a tan a (E + em) 


instead of the logarithmic form, and putting C—coshy, c=cosé, k=6", 


* Acta Mathematica, Vol. VII, p. 259. t Phil. Trans., 1887, p. 379. 
¢ Phil. Trans., 1881, p. 609 ; 1884, p. 161; 1885, p.'725. 
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it has been shown by Mr. Hicks that the potential of an anchor ring or tore, 
which is composed of a mass of matter of constant density p, may be expressed 


in the forms : = ‘ 
V=(C +c) S A,,P,, cos n& 
0 
at an external point, uaa 


Vv=z=— ~~ mp1? + (C+) >a BQ, cos n& 


where P,, and Q, are the two zonal toroidal functions of degree n. 

From the formulae given by Mr. Hicks} it appears that P, and Q, respec- 
tively contain the factors 2h—"** and xk"**, and we shall therefore find it con- 
venient to write 2P,k~"+? and 2@Q,k’t? for the functions which he denotes by 
P,, and Q,. It will also be shown farther on that if (C+ c)' be expanded in a 
series of cosines of multiples of €, the coefficient of cos n& will be a rational and 
integral function of & multiplied by (2/:)—*. We shall therefore write 


V=(2)(C +0) YAP, (b/h)"* 008 né (1) 
for the value of the potential at an external point, and 
2 , ; : ; , 
V' = — — ar + (2b)'(C + 0)* So 2, Q,, (:/b)" ** cos n& (2) 


for its value at an internal point, where 6 is the value of & at the surface of the 
tore. 

At the critical circle y= «, and therefore 4 =0. Now throughout the 
whole of the present paper the cross-section of the tore will be supposed to be 
small in comparison with its aperture, and as we shall only require to consider 
the values of the quantities in the neighbourhood of the tore, the following 
approximate values of P and Q and their differential coefficients with respect to 
k, which are denoted by accents, will be sufficient for our purpose, viz: 


Rett — _ e(b— i), Pl=— ier “i a) 

porate $). 
Patt 7 B(E— 3) P= h(t 3) ain) 3) 
P,= = aii! ie Pl=k, P!=1, | 


* pis eunienil to be expressed in astronomical units. 
7 Phil. Trans., 1884, equations (9) and (10). 
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where ZL = log 4/k; also 


: 
a G= 5h W=z. 
3 , 3 
= 5(1 +: —#), = 3 k, ively (4) 
on #), Gan gat, 
?; = — = + ; etc., ete. ’ 





3. We shall also require the expansion of 7’, a, and (C+). 


Expansion of 7°. 
? _ C—c_  1—2e+F 
e® C+e 1+2ke+# 
= 1— 4ike + 8h'c? + 4h? (e — 4c?) — 16/4 (c? — 2c*), 





higher powers than k* being neglected; whence 
=a’? {1+ 4h + 4h* — 4(k + 2h) cos& + 4 (# + 2k") cos 2 
— 4k’ cos 3§ + 4h* cos 4£}. (5) 
Expansion of a. 


ow 
~ (1-4 Qke + 2p ; 
= 1— 4ke + 41? (3c? — 1) + 4h? (5e — 8c*) + 8h4 (1 — 92 + 10c*), 
whence 
o = a? {1+ 2h? + 2k! — 4 (k + i’) cos & + 2(3h? + 2k*) cos 2E 


" re — 8h? cos 3& + 10K cos 4£. (6) ; 
xpansion oO c)t. 


(2k)!(C +c)! = (1 + 2he + 2°)! 
=Ath+—2 (I—¢) — 5 B(e— A) — F (4 82+ 2 oo ), 


aaa eat 


whence 


(C +0)! = (2k)! | 1¢5P+— 





It + (x — = i?) cos& 


1 1 1 5 
ny ey ‘eA is 3 la ce . 
] é 4 h ) cos 2g + 8 k? cos 3g ga * cos a} (7) 


4. Having obtained these preliminary results, we are in a position to con- 
sider the steady motion of the tore. 
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If Q be the angular velocity in steady motion, the condition to be satisfied 
at the surface of the tore is 
1 2 
V+ “- OQ? (a? + y’) = const. (8) 


We are not, however, at liberty to assume that the cross-section is an exact 

circle in steady motion, and we shall therefore suppose that its equation is 

e"=k=b(1+ 8, cosé+ B, cos 2+....) (9) 
where 6 is the mean value of & at the surface, which is supposed to be small in 
comparison with a, the radius of the critical circle; and we shall also assume 
that G, is a small quantity of the order 6”. We must therefore first find the 
potential of an annular mass of matter of uniform density p whose cross-section 
is determined by (9). This is effected by assuming that the potentials at an 
external and internal point are respectively given by (1) and (2), and determin- 
ing the coefficients from the consideration that at the surface the values of 
Vand V’ must differ by a constant, and that the values of dV/dk and dV'/dk 
must be equal. We shall thus obtain the values of the coefficients in terms of 
the 6’s. The resulting value of Vand the surface value of @ must then be sub- 
stituted in (8), and the coefficients of the cosines of multiples of & equated to 
zero. This will determine the values of the (’s. 

The preceding method will enable us to determine the values of the (’s to any 
degree of approximation that may be desired, but in order to avoid unnecessary 
complication, the investigation will be confined to the determination of the first 
term of 3,, which is sufficient to prove the existence of annular figures of equi- 
librium. From the course of the work it is evident that a higher approximation 
could be obtained with some additional labour. 

We shall find that B, is of the order 4", but that A, is of the order J”+?, 
and we shall commence with the determination of V’ and dV’/dk. In caleu- 
lating the surface value of the former quantity, it will be unnecessary to proceed 
farther than the term involving cos 2¢, or to include terms of a higher order 
than the second; but in calculating dV’/dk it will be necessary, previously to 
performing the differentiation, to retain the term cos 3& together with quantities 
of the third order in the coefficients, since the terms of the third order reduce 
upon differentiation to terms of the second order. 

5. Calculation of V’. 

From (2), (5) and (7) we obtain 
Vv=— = npa” 11+ 4i?— 4 (k-+ 2h?) cos & + 4h? cos 2 — 413 cos 838+ +GH', (10) 


e 
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where 
Pes in Soe: (i a: i?) cos § — * B2 cos 2% + +I cos 3£ (11) 
4 v v 8 a 4 vu ‘S 8 v “s) 
H' = BoQ + BQ, (k/b) cos & + B,Q, (k/b) cos 2 + BQ; (4/6) cos 3. (12) 


Omitting terms of a higher order than the second, the surface values of the 
quantities are 


9 
— : mr = — = mp” }1 — 2b8, + 4b*— 4b cos & + (4b? — 2b3,) cos 2&} , 
1 1 . 1 1 
G=1+ = b? + 3 60, + bcos—+ = (68; a i*) cos 2, (13) 
1 —_ 1 ‘ae - 
H'= By (1+ 4 i*) + a By, + 9 B, cos— + ( 4 Bye, + 3 B, ) cos 2. 
Therefore the surface value of V’ is 
8 1 
V' = const + (= mpa°b + Bob + a B,) cos & 
2 1 1 3 
rs |— 5 mp (40° 28,) + + BB+ + Bb + —B, wont. 8) 


6. Calculation of dV'/dk. 
From (10), (11) and (12) we obtain 


dV! 8 : 
dk — 3 Ip” | 2k — (1 + 64") cos & + 2k cos 2 — 3/? cos 35 | 


dG dH! 
+ H' — +G—-. (15) 


y IG 1 3 1 3 
saat “= -Ak+ G-< i?) cos§— >it cos 2 + 5 # cos 3&. (16) 


dk: 9 
Also 
1 1 _ ; 9 
H = B (1 + “5 i?) 4- 5 B, G + 3 i )(it/0) cos&é+ = B, (:/b)? cos 2f 
+ =~ By (ke/b) cos 36. 

Therefore 

dG i Ds es _— 1 7 
oi dk i 2 ~— 4 Bile} + | Bo(1 = 8 i) + 8 Bk? | b 


+ +6 B, (i/o) cos £ + & : Bok + : Byt|) a ee 
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the term rll cos 3& being — as it is not required. Also 


LH’ 3 ; 
=> 5 Bak +5 2 Bib (1 aa i *) cos £ sae? B,b-*k cos 2& 
7" = Bb~*k? cos3é, 
therefore 
dH! _ 1 ; 5 1 
as dk 5 Bik + 7 Bik/b + 4 5 Bio + 4 i? /b) + 9 BF 


+= Bye lo} cosé + (4 Bik/b += Byk|?) cos 2%. (18) 
Substituting from (17) and (18) in (15), we obtain 
Ee ak + Bk + + Bk/b 
+ 15 ~ pa? (1+ 6/2) + B, Cs e+ B, (6-4 5 -12/b) + <5 By(k/by feos £ 
+} wee mark: — : Bhke+ -Byk/b + : Bk /o| cos 2&. (19) 
Putting for & its value from (9), the surface value is 


1 / 
- =(-4 S mpu’b + Bob + = ay (1 + @; cos &) 


ot 


-+ 3 Tepe” (1 — 6”) + B, S oh = “3 ry Bb os = 5H) + us B,} cos & 
+ |— oo mab — : Byb 5 2 + + BIOS - 0, cos& + cos 2£ ). (20) 


From (19) or (20) it appears that the most important terms of dV'/dk are 
of zero order; and when we have calculated the value of dV/dk, it will be found 
that this circumstance requires that A, should be of the order b"**. 


7. Calculation of V. 


Putting 
H= A,P, + A, (b/k) P, cos & + A, (b/k)? P, cos 2¢, (21) 


Vaz GH. 


we have 
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The surface value of G is given by (13); also by (3) at the surface, 
P, (kt) = Po (0) + | Bi— Br cost + (4 Bi—) cos 2E, 
(6/k) P, cos & = cos & — = Pi— =f cos 2, 
(b/k? Ps cos 2¢ = a cos 2&. 


The surface value of # is therefore 


H= Ajj L+ 70 (L—1) + Bit — > Ais — (AB — Ay) 008 £ 
+} Ao (|B B) — > ABs + J Ay} cs 28. (22) 


Hence the surface value of V is 


V=const + {A,(Lb— ~;) + A;} cos & 
+ {4s(] Bi B— = 1) + = Aro —B,) + | Ag} 008 2. (28) 


8. Calculation of dV/dk. 


We have dV dH dG 
eg ere 


Now from (21) and (3), 
dH _ sail 1, 3 ™ 1 is 1 £ 
Gj = 40\—4 + h(L—>)}— air? {1 + 5 #e(L— 5)} cose 
1 3 
+ Ab(L—z ) 008 & + ete. 


This has to be multiplied by G whose term of lowest order is unity. Now the 
constant terms in dV'/dk are of the first order, and therefore the constant terms 
in dV /dk must also be of the same order, whence A,/b must be of the first 
order, and therefore A, must be of the second order of small quantities. Simi- 
larly it can be shown that all the other A’s are of an order two degrees higher 
than their indices. We can therefore considerably simplify the calculation, since 
we do not require to retain quantities of a higher order than the second. We 
thus obtain 


G@ SF = — A,/k—(A,b/ + A,) 008 & ; 
also from (16), 
A ti aie 


dk 
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whence = = — A,/k + (pL — A, — A,/I#) cos E, 
and the value of this at the surface is 
bel ee ee ee ey ee ee (24) 


the term involving cos 2&-being of the third order, is omitted. 

9. We can now obtain the value of V in terms of the @’s. From (23) it 
appears that the coefficients of cos € and cos 2 in V are of the third and fourth 
orders respectively ; and since these quantities are equal to the coefficients of 
the corresponding terms in V’, it follows from (14) that to the lowest order 


8 1 7 
= 3 mtpa"b + Bib + 2 B,, (25) 
1 
0= — = mpa® (40? — 203,) + 4 BO +B) + — By. (26) 


Equating the constant terms in dV/dk and dV'/dk, we obtain 
16 1 
<a mph + Bib + = B, = — A,/b, 


whence by (25) — is npa°l?. | (27) 


Since the coefficient of cos 2 in dV/dk is of the third order, it follows 
from (20) that 
a ee ee : 
<2 mpa*b* — 9 Bb’ + = Byb+ ss i, = 0. (28) 
Equating coefficients of cos £ in dV/dk and dV'/dk and using (25) and (28), 


we obtain 


j 3 2 3 » 72 3 . > 
Ay (B,/b + L—1) — Ay/b = — 8apa*h3, + 162pa°b? + = BY? + r Bobt+ sa Bb, 
= — 82pa°h,3, + 182pa*b 
by (28), whence 
2 
Aas 3 mepa°l (169, + 4Lb — 31d). (29) 
Again from (6), 
: OFa= 5 OFa? (1 — 4b cos—E+....). 


Substituting this together with the value of V from (23) in (8), and equating the 


coefficient of cos & to zero, we obtain 


] ‘ 
A= z b(31 + 3Q?/2pl’ — 8L), (30) 


2 
which determines (;. 
24 
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10. If we take the radius of the critical circle as the unit of length, it 
might be thought that if we gave to 6 any small numerical value, the value of 
© would be arbitrary, subject only to the condition that the resulting value of 
?, isa small numerical quantity of the same order as 6. This, however, is not 
the case, for we have tacitly assumed that the pressure does not become nega- 
tive at any point in the interior of the ring. If the pressure did become 
negative at any internal point, this would indicate the existence of a hollow 
space within the ring, and the preceding investigation would be no longer appli- 
cable, for the potential at any point in the substance of a ring which contained 
a hollow would involve the P functions as well as the Q functions; and we must 
therefore find the condition that the pressure should not become negative within 
the ring. 

Since V’ is the attraction potential, the pressure p is determined by the 


equation 


pip= Vit 5 Oe +) + 0. 


Let P be the pressure along the critical circle where / = 0, then from (10), 
(11) and (12), 
2 1 
P/p=— —~ me’ + B+ = Ora? + C. 


We have already found the conditions that the coefficients of cos &, etc., 
should vanish in p, hence to determine the condition that p should vanish at the 
free surface, all that we require is the constant term in V’. By §6, this is 


2 ‘ 1 1 1 1 
— 5 ma? (1 + 4b — 28) + By + 5 o( Bub +, B,) + = Bs (B+ ' B,) 
— — . moa” (1 + 60°) + By 


by (25); whence 1 
o=— : mpc? (1 + 60°) + By + | OFa? (1 + 20? — 2b3)) + C 


. 
e 


and = P/p = 4apa°h? — OPa? (b? — bf). 


We must therefore have 


4p — OF + 078,/b>0. (31) 

Let A= 0?/4ap, then substituting the value of @, from (30), the condition 
becomes ia ia) 2 2 

a (z2 1p Bat U > 0. (32) 
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11. As a numerical example, let 6=.1, then 
G1 = .0124 + 104, 


and if we put A= .01, the left-hand side of (32) becomes .9224, and is there- 


fore positive, and therefore 


O? /4ap = 01 
are solutions of the problein. 
Since (30) may be written in the form 
Py — = ee b? +Aa— : rh), 
it follows that if 6 is very small, 3, cannot be of the same order unless 4 is very 
small. 

It is also necessary to point out that the preceding analysis proceeds on the 
assumption that 9, is of the order 4’, and it is quite possible that if a series of 
values were assigned to 6 and 4 which satisfy (30) and (32), these values might 
not satisfy the condition that 8, should be of the order 4’, or the inequality 
corresponding to (32) which would be obtained by carrying the approximation 
one degree higher. This difficulty would not be avoided by calculating the 
value of ,, since the same difficulty would exist with regard to @;. It there- 
fore appears that although toroidal function analysis throws some light on the 
solution of the problem, it fails to give a perfectly satisfactory approximate 
solution. The preceding results indicate that for small angular velocities an 
annular figure exists whose cross-section is approximately circular, but for large 
angular velocities the cross-section would probably become highly elliptical, and 
the ring would become flattened; and that if this quantity increased beyond a 
certain limit, the ring would break up. 

July 30, 1888. 
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Die Begriffe Gruppe und Invariante.* 


Von Sorpuus Liz. 


In einer Abhandlung von Sylvester im American Journal of Mathematics, Bd. 
9, No. 2, findet sich ein Brief von Halphen, Mitglied der Akademie der Wissen- 
schaften in Paris. In diesem Briefe betrachtet Halphen eine Schaar von alge- 
braischen Transformationen 


(1) ee a a ee | 


mit » Parametern a,....a, zwischen den Verianderlichen z,....a, und aj....a/, 
stellt die Frage nach allgemeinen Kriterien dafiir, ob eine solche Schaar von 
Transformationen Invarianten besitzt oder nicht und verspricht dieses noch nicht 
in voller Allgemeinheit behandelte Problem vollstindig zu erledigen.+ 

Soviel ich sehe ist das ihm doch nicht gelungen. Im Laufe seines Briefes 
macht er niimlich verschiedene Annahmen, die wirkliche Beschriinkungen des 
Problems nach sich ziehen. Und selbst das hiermit beschrinkte Problem hat 
er, wie mir scheint, nicht vollstiindig erledigt. Die von ihm formulirten Krit- 
erien sind zwar hinreichend aber nicht nothwendig.t 

1. Zuniichst schicke ich einige Bemerkungen voraus iiber die eigenthiimliche 
Bedeutung, in welcher Halphen das Wort Gruppe braucht. 

Halphen sagt, dass die Gleichungen (1) eine Gruppe bestimmen, wenn sich 
aus den beiden Gleichungssystemen 

a? a! ee ee 
(am 1....0) 


al! = f(a... 2a, Dye. d,) > 





*Reprinted from the Berichte der K. Sichs. Gesellschaft der Wissenschaften, Mathematisch- 
Physische Classe, Sitzung am 1. August 1887. 

+ Halphen driickt sich so aus: ‘‘Dans des théories diverses on a rencontré des Invariants sans qu’on 
ait pénétré la cause générale de leur existence. C’est cette lacune qu'il s’agit ici de faire disparaitre.”’ 

t Es scheint Halphen unbekannt zu sein, dass ich das im Texte besprochene Problem fiir den Falle 
dass die Schaar der vorgelegten Transformationen (1) von infinitesimalen Transformationen erzeugt ist 
(oder sich erzeugen liisst) vollstaindig erledigt habe. Meine alten Untersuchungen iiber diesen und 
verwandte Gegenstande sind resumirt in den Math. Ann. Bd. XXIV, 1884. 
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durch Elimination der Gréssen x, Relationen von der Form 
aft a i a! of / yi 
X_ =/, (ay e@es Xn ’ A, he Ce A,) 


ableiten lassen. Dabei macht er nicht wie ich in meiner Note in den Géttinger 
Nachrichten 1874 und in vielen spiiteren Arbeiten die Annahme, dass die 
Gréssen A, nur von den a; und 6, abhiingen, sondern er lisst sie ganz beliebige 
Gréssen bedeuten. Diese seine Definition des Begriffes Gruppe scheint mir 
indess nicht naturgemiiss. 

Ks unterliegt ja keinem Zweifel, dass der Begriff Transformationsgruppe 
sich allgemeiner fassen liisst, als in meiner oben citirten Note geschehen. In 
der That habe ich schon im Jahre 1871 (Verhandlungen der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Christiania, 8. 243) die folgende allgemeine Definition aufge- 
stellt: Hine Schaar von Transformationen bildet cine Gruppe, wenn zwei Trans- 
formationen, nach cinunder ausgefiihrt, immer eine Transformation der Schaar 
ergeben. Diese Definition giebt, scheint es mir, die richtige und allgemeine 
Uebertragung des Gruppenbegriffes der Substitutionentheorie auf die Transfor- 
mationstheorie. Unter den Transformationsgruppen giebt es aber mehrere 
verschiedene Kategorien, fiir die ich besondere Bezeichnungen benutze. Insbe- 
sondere bezeichne ich eine Gruppe dann als endlich und continuirlich, wenn ihre 
Transformationen durch ein Gleichungssystem mit 7 Parametern: 


6 ess i Ripe a 
bestimmt werden. 

Was Halphen’s Definition des Begriffes Gruppe angeht, so méchte ich fast 
glauben, dass dieselbe nicht nach dem Wortlaute zu verstehen ist. Vielleicht 
sind einige Voraussetzungen nicht mit angegeben, z. B. dass sich zwischen den 
Gleichungen (1) die Parameter a, eliminiren lassen sollen. Hs scheint mir niim- 
lich undenkbar, dass Halphen jedes System Transformationsgleichungen (1), aus 
welchen sich die Parameter nicht eliminiren lassen, als eine Gruppe bezeichnen 
will, und doch ist er nach dem Wortlaute seiner Definition dazu gezwungen. 
Will Halphen auf der anderen Seite zu seiner Definition des Begriffes Gruppe 
etwa die Forderung hinzufiigen, dass sich die Parameter eliminiren lassen sollen, 
so folgt z. B., dass die Schaar aller projectiven Transformationen eines Raumes 
keine Gruppe von Punkttransformationen dieses Raumes bildet. 

Ks scheint wiinschenswerth, dass Halphen den Sinn seiner Definition pri- 
cisirt, wenn er sich nicht der von mir benutzten Terminologie anschliessen kann. 





————— 
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Nehme ich seine Definition nach dem Wortlaute und nenne ich ferner eine 
Function @ (a... . #,) dann eine Invariante der Transformationen (1), wenn die 
Identitit O(c) ....a jee ....%) 
besteht, so ist sein Hauptsatz: Les invariants sont Vapanage eaclusif des substitu- 
tions formant groupe unrichtig. Das werden uns spiiter zwei Beispiele zeigen. 

2. Indem Halphen das von ihm gestellte Problem in Angriff nimmt, macht 
er erstens und zwar ausdriicklich die Annahme, dass die Zahl n der Veriinder- 
lichen grésser ist, als die Zahl + der Parameter. Da aber schon das Beispiel 


al — m yl — 
Ly — %, Lg — 


zeigt, dass Invarianten sehr gut vorkommen kénnen, wenn r Sx ist, so ist seine 
Annahme eine Beschriinkung des Problems Er macht noch zwei weitere 
Annahmen, niimlich, dass die Elimination der Parameter gerade n—~v7 Rela- 
tionen zwischen den «, und «a; liefert und dass die Gleichungen (1), wenn sie 
Invarianten besitzen, deren gerade n — 7 haben. 

Dass auch diese letzten Annahmen wesentliche Beschriinkungen des Prob- 
lems sind, liesse sich ebenfalls leicht an Beispielen zeigen. Darauf gehe ich 
jedoch hier nicht ein, sondern wende mich zu dem von Halphen behandelten 
reducirten Probleme. 

3. Halphen behauptet, dass ein System von algebraischen Transformations- 
gleichungen 
(1’) i! ae ee eee Fe n>r?r, 
aus welchem sich durch Elimination der Parameter gerade n—~vr Relationen 
zwischen den x, und 2, ergeben, (dann und) nur dann gerade n — 7 unabhingige 
Invarianten besitzt, wenn es in seinem Sinne des Wortes eine Gruppe bestimmt. 

Aber diese Regel stimmt doch, wie ich sie verstehe, nicht mit dem Beispiele : 
(2) =m +a, %=—aA. 

Hier ist n=2, r= 1, also x >vr; die Elimination des Parameters a giebt 
n—v7r=1 von a freie Relation; die Gleichungen (2) haben andererseits gerade 
n —7 = 1 unabhingige Invariante, niimlich 2. Nach Halphen’s Regel miissten 
also die Gleichungen (2) in seinem Sinne des Wortes eine Gruppe bilden. Aber 


aus x =ata, ot = — 2 
und v'=a,+ b, x,' = — a, 
folgt x’ =atb—a, x= 


und diese Gleichungen haben die Form (2) nicht. 
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Betrachten wir andererseits das Beispiel 

(3) my=a+1, y=a,+a. 

Hier ist wiederum n= 2, r=1. Die Elimination des Parameters a giebt 
wiederum n—7= 1 Relation zwischen den x und a’. Andererseits haben die 
Transformationsgleichungen (3) gerade n—r=1 unabhingige Invariante 
nimlich tg (7x,). Est ist ja 

I" — — 
tg (xxj) = tg (xa, + 2) = tg (22). 

Unsere Gleichungen bilden aber keine Gruppe in Halphen’s Sinne des Wortes ; 
GOnn Bus a =a,+1, 4 =a+a 

und ell=a+i1, a’=a,+ 6 


folgen die Gleichungen 


all new il pill cea 
a =e, a,’ =a+b—a, 


welche nicht die Form (3) haben. 

4, Will man das von Halphen gestellte Problem in voller Allgemeinheit 
behandeln, so diirfte es zweckmiissig sein, die Ausdrucksweise der Mannigfaltig- 
keitslehre zu benutzen, also a#,....: r, als Punktcoordinaten eines n-fachen 


Raumes zu betrachten. Hier werde ich jedoch die Beschriinkung einfiihren, 
dass die Transformationen 


(1) 2 a a ee 


Cremona’sche Transformationen sein sollen. 

Bei jeder Transformation einer derartigen Schaar geht ein Punkt x, von 
allgemeiner Lage in einen bestimmten neuen Punkt a iiber. Dieser neue Punkt 
hiingt von den Parametern a, ab. Der Inbegriff aller Punkte «a; bildet daher 
eine algebraische Mannigfaltigkeit, die héchstens 7-fach ausgedehnt ist. Werden 
nun weiter auf einen beliebigen Punkt x noch einmal die Transformationen (1) 
ausgefiihrt, so nimmt derselbe neue Lagen a;/ an u. s. w. 

Wir nehmen zu der Schaar der Transformationen (1) noch die Schaar der 
inversen Transformationen hinzu und denken uns jede von diesen Schaaren von 
Transformationen eine Reihe von Malen hintereinander ausgefiihrt. Dann kén- 
nen zwei verschiedene Fille eintreten. Hs ist denkbar, dass ein Punkt a, von 
allgemeiner Lage durch wiederholte Ausfiihrung jener Transformationen in jeden 
Punkt von allgemeiner Lage im Raume iibergefiihrt werden kann. Dann giebt es 


keine Invarianten. 
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Kann dagegen der Punkt x, nicht in alle Punkte des Raumes iibergefiihrt 
werden, so bildet der Inbegriff aller Lagen, welche derselbe bei wiederholter 
Anwendung der betreffenden Transformationen annehmen kann, einen geomet- 
rischen Ort, der allerdings aus verschiedenen, ja sogar aus unendlich vielen irre- 
ducibeln algebraischen Mannigfaltigkeiten bestehen kann. 

Jeder Punkt des Raumes gehért einem ganz bestimmten derartigen Orte an. 
Der Raum wird also in dieser Weise in unendlich viele Oerter zerlegt, wobei 
jeder Ort unter Umstiinden aus mehreren algebraischen Mannigfaltigkeiten 
besteht. 

Lisst sich nun diese Zerlegung des Raumes in geometrische Oerter analytisch 
definiren durch die Gleichungen 

Oe lay. . + epee Qh. «+s, Bh Be, 

in denen die C, willkiirliche Constanten bedeuten, so sind die 0, (a... . a) 
Invarianten der Schaar von Transformationen, und zwar erhalt man so ein voll- 
stiindiges System Invarianten. Hs ist hierbei keineswegs sicher, dass die Q, 
algebraische Functionen von den a sind, sie kénnen sehr gut transcendente* Func- 
tionen sein. Die Q, brauchen nach dem Vorangehenden nur so beschaffen zu 
sein, dass die Gleichungen (4) fiir jedes specielle Werthsystem der a, eine discrete, 
endlich oder unendliche Anzahl von algebraischen Mannigfaltigkeiten darstellen, 
deren Inbegriff bei den Transformationen (1) invariant bleibt. 

Entsprechende Ueberlegungen geben zugleich alle invarianten Gleichungs- 
systeme. 

An einer anderen Stelle werde ich auf die hier skizzirten Theorien niher 
eingehen. Insbesondere werde ich Gruppen behandeln, die sich nicht durch ein 
Gleichungssystem, sondern erst durch mehrere Gleichungssysteme definiren lassen, 
von denen jedes Gleichungssystem gewisse willkiirliche Parameter enthilt und 
werde eine Invariantentheorie von derartigen Gruppen entwickeln. Das gelingt 
leicht, indem ich meine allgemeine Invariantentheorie der endlichen continuir- 
lichen Gruppen mit der Invariantentheorie der discontinuirlichen Gruppen ver- 


binde. 


LEIrzia, Juli 1887. 


*Es ist daher unrichtig, wenn Halphen behauptet, dass die Invarianten immer durch Elimination 
gefunden werden kénnen. Dass die zu einer continuirlichen endlichen Gruppe gehorigen Invarianten, 
Differentialinvarianten, ja sogar alle zugehérigen invarianten Gleichungssysteme durch Elimination 
gefunden werden, habe ich liingst bei vielen Gelegenheiten hervorgehoben. Und auch die Ausdehnung 
dieser Bemerkung auf eine jede vorgelegte Schaar von Transformationen 2), =f, («, a) , die sich von 
infinitesimalen Transformationen erzeugen lisst, rihrt von mir her. 
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Sur les formes quadratiques binaires a indéterminées 
conjuguees et les fonctions fuchsiennes. 


Par M. Emite PIcaArp. 





Considérons une forme quadratique binaire indéfinie 4 indéterminées conju- 
guées 
axxy + bay) + byaroy +eyy, bb) —ac>0 (1) 
a et ¢ étant des entiers reéls, b et 6, deux entiers complexes conjugués ; x et y 
désignent deux indéterminées, ayant respectivement pour conjuguées a, et %. 
Soit une substitution quelconque 


(x, y, Mx+ Ny, Pxt+ Qy) 


4 coefficients entiers complexes, et de déterminant wn, transformant la forme 
précédente en elle-méme. Le groupe des substitutions 


Mz + N 
(Pte 
est un groupe fuchsien. J’ai, ily a quelques années (Annales de 1|’Ecole Nor- 
male, 1884), étudié 4 ce point de vue les formes quadratiques 4 indéterminées 
conjuguées, et j’ai montré notamment comment on peut construire un polygone 
fondamental du groupe et trouver ses substitutions fondamentales. 

Je voudrais, dans cet article, compléter un peu cette étude, en portant par- 
ticuliérement l’attention sur les substitutions e/liptiques du groupe fuchsien ainsi 
engendré. De telles substitutions n’existeront d’ailleurs pas pour une forme (1) 
prise arbitrairement, et le groupe n’aura que des substitutions hyperboliques. 

Une question intéressante se présentait dans cette étude; c’est celle de la 
réduction des substitutions. J’ai employé pour cet objet les méthodes dont a fait 
usage M. Poincaré dans son beau mémoire sur les fonctions fuchsiennes et V’arith- 
métique (Journal de Jordan, 1887). 
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Kann dagegen der Punkt 2, nicht in alle Punkte des Raumes iibergefiihrt 
werden, so bildet der Inbegriff aller Lagen, welche derselbe bei wiederholter 
Anwendung der betreffenden Transformationen annehmen kann, einen geomet- 
rischen Ort, der allerdings aus verschiedenen, ja sogar aus unendlich vielen irre- 
ducibeln algebraischen Mannigfaltigkeiten bestehen kann. 

Jeder Punkt des Raumes gehért einem ganz bestimmten derartigen Orte an. 
Der Raum wird also in dieser Weise in unendlich viele Oerter zerlegt, wobei 
jeder Ort unter Umstinden aus mehreren algebraischen Mannigfaltigkeiten 


besteht. 
Lisst sich nun diese Zerlegung des Raumes in geometrische Oerter analytisch 


definiren durch die Gleichungen 
im, ..- ee )jed,...., Bim... ee G,, 

in denen die C, willkiirliche Constanten bedeuten, so sind die 0,(a,....,) 
Invarianten der Schaar von Transformationen, und zwar erhalt man so ein voll- 
stiindiges System Invarianten. Hs ist hierbei keineswegs sicher, dass die Q, 
algebraische Functionen von den a sind, sie kénnen sehr gut transcendente* Func- 
tionen sein. Die Q, brauchen nach dem Vorangehenden nur so beschaffen zu 
sein, dass die Gleichungen (4) fiir jedes specielle Werthsystem der a, eine discrete, 
endlich oder unendliche Anzahl von algebraischen Mannigfaltigkeiten darstellen, 
deren Inbegriff bei den Transformationen (1) invariant bleibt. 

Entsprechende Ueberlegungen geben zugleich alle invarianten Gleichungs- 
systeme. 

An einer anderen Stelle werde ich auf die hier skizzirten Theorien niher 
eingehen. Insbesondere werde ich Gruppen behandeln, die sich nicht durch ein 
Gleichungssystem, sondern erst durch mehrere Gleichungssysteme definiren lassen, 
von denen jedes Gleichungssystem gewisse willkirliche Parameter enthilt und 
werde eine Invariantentheorie von derartigen Gruppen entwickeln. Das gelingt 
leicht, indem ich meine allgemeine Invariantentheorie der endlichen continuir- 
lichen Gruppen mit der Invariantentheorie der discontinuirlichen Gruppen ver- 


binde. 
LEIPzi@, Juli 1887. 








* Es ist daher unrichtig, wenn Halphen behauptet, dass die Invarianten immer durch Elimination 
Dass die zu einer continuirlichen endlichen Gruppe gehérigen Invarianten, 
Differentialinvarianten, ja sogar alle zugehérigen invarianten Gleichungssysteme durch Elimination 
gefunden werden, habe ich liingst bei vielen Gelegenheiten hervorgehoben. Und auch die Ausdehnung 
dieser Bemerkung auf eine jede vorgelegte Schaar von Transformationen 2), =f, (xv, a), die sich von 
infinitesimalen Transformationen erzeugen lasst, rihrt von mir her. 


gefunden werden kénnen. 
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Sur les formes quadratiques binaires a indéterminées 
conjugueées et les fonctions fuchsiennes. 


Par M. Emiue Picarp. 





Considérons une forme quadratique binaire indéfinie 4 indéterminées conju- 
guées 
axa, + bxyy + boyy +eyyy, bby>—ac>0 (1) 


a et c étant des entiers reéls, b et 6, deux entiers complexes conjugués ; x et y 
désignent deux indéterminées, ayant respectivement pour conjuguées a, et %. 
Soit une substitution quelconque 


(x, y, Ma+ Ny, Pxt+ Qy) 


4 coefficients entiers complexes, et de déterminant wn, transformant la forme 
précédente en elle-méme. Le groupe des substitutions 


(2 et ini 

* Fe+@ 

est un groupe fuchsien. J’ai, il’y a quelques années (Annales de 1|’Kcole Nor- 
male, 1884), étudié 4 ce point de vue les formes quadratiques 4 indéterminées 
conjuguées, et j'ai montré notamment comment on peut construire un polygone 
fondamental du groupe et trouver ses substitutions fondamentales. 

Je voudrais, dans cet article, compléter un peu cette étude, en portant par- 
ticuliérement l’attention sur les substitutions elliptiques du groupe fuchsien ainsi 
engendré. De telles substitutions n’existeront d’ailleurs pas pour une forme (1) 
prise arbitrairement, et le groupe n’aura que des substitutions hyperboliques. 

Une question intéressante se présentait dans cette étude; c’est celle de la 
réduction des substitutions. J’ai employé pour cet objet les méthodes dont a fait 
usage M. Poincaré dans son beau mémoire sur les fonctions fuchsiennes et l’arith- 
métique (Journal de Jordan, 1887). 
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PicarD: Sur les formes quadratiques binaires & indéterminées 


1. Considérons les substitutions binaires, 4 coefficients complexes, 
we = Mx + Ny 
y = Px + Qy’ 
transformant en elle-méme la forme quadratique 


ALL) + bxyy + byeyy + cyy, bby—acH 0. 


MQ—NP=1, 


Ces substitutions se partagent, comme il est bien connu, en substitutions ellip- 
tiques, hyperboliques et paraboliques. La nature de la substitution dépend de 


la somme M+Q 


qui est nécessairement réelle. Démontrons d’abord directement ce premier 


point: ona 
aMM, + bMP,+6M)P + cPP,=a, 


aMN, + 6MQ, + 4M P+ cPQ=s, 
aNN, + bNQ + OMY + eV =e 
et on tire de suite de ces équations 
aM, + bP} =aQ —hP, 
bM, + cP, =bM, — aN, 
aN + 690 =hQ — cPo; 
bN + cQ =cM —bN 


la seconde et la troisiéme, additionnées en croix, donnent 
by (My + Qo) = b) (M+ Q). 
Done M+ Q= M+ Q, c'est A dire que M+ Q est réelle. 


Si on avait b= 0, la proposition n’en subsiste pas moins, car les équations 
précédentes donnent alors 9 = MH. 
Les substitutions elliptiques correspondent au cas ot 


(M+ 9) =0 oul. 


2. Nous allons maintenant chercher a effectuer la réduction des substitutions 
elliptiques. Inspirons nous pour cela des principes qui ont guidé M. Poincaré 


dans le mémoire déja cité. 
| 


a \a | ; 
Soit une substitution §= | ~ il | dont les coefficients a, 6b, c, d sont des 


entiers complexes, assujettis uniquement a vérifier la relation ad— be= 1, et 
soit 7’ une autre substitution de méme forme. 
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La substitution S, et la transformée de S par 7 
f"aT 


peuvent étre regardées comme appartenant 4 la méme classe. 

Parmi toutes les substitutions d’une méme classe, il y en a de particuliére- 
ment simples; ce sont ces substitutions réduites que nous allons chercher. On 
vérifie d’ailleurs immédiatement que deux substitutions de méme classe ont les 
mémes multiplicateurs, et, par suite, si une substitution est elliptique, toutes les 
substitutions de méme classe sont elliptiques. 

Cela posé, considérons la forme quadratique binaire 


ca? + (d—a) ay — by’ 
elle n’est pas altérée par la substitution 


la b 
S=!. d | 


et si on applique a cette forme la substitution 


A fe | 
eal OY, r 
| fe | 


elle se transformera en une nouvelle forme 


ca? + (d’—a’) ay — by 
la substitution a es 
PS a 
le d | 
n’étant autre chose que la transformée de S par 7, c’est i dire 7-'ST. Done, 
pour que deux substitutions § et §’ soient de méme classe, il faut et il suffit que 


les deux formes 4 coefficients complexes 


ca’ + (d—a) ay — by’, 
cx’ + (d —a')xy— by 
soient équivalentes. 

8. Avant d’aller plus loin, il nous faut rappeler un théoréme, relatif aux 
formes quadratiques binaires 4 coefficients et indéterminées complexes. On sait 
que Dirichlet a la premier étudié cette théorie dans un mémoire célébre (Crelle, 
tome 24). Relativement 4 la réduction des formes 


aa + 2bay + cy? 
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a, b, c désignant des entiers complexes, le théoréme fondamental est le suivant : 
on peut toujours trouver une forme équivalente 4 une forme donnée, pour 
laquelle on ait : 
+ norme (a) >norme (6), 
norme (a) <norme (c); 


on en conclut qu’en désignant par D l’invariant 6? — ac, on a 


norme (b) </norme D 
et par suite les normes de a, b, c sont limitées en fonction de la norme de D. 
. 4. Ceci posé, revenons aux formes que nous avons rencontrées plus haut 
F= cx’ + (d—a) ay — by’ 
le discriminant de 2F est 
(d—a)’+ 4be ou (d+ a)?— 4 

les seuls cas qui nous intéressent sont ceux ot 

a+d=0,+1. 
Soit d’abord a+d=0; dans ce cas d—a sera un nombre pair; la forme Fa 
donc le type classique dans la théorie des formes binaires, et son discriminant 
est égal 4 —1. 

Nous avons, par suite, 4 considérer les formes 

ax® + 2bay + cy’ 
de discriminant —1. 

Nous simplifierons beaucoup la discussion, en partant de cette remarque 
évidente que toute forme de discriminant —1 est équivalente 4 une forme dans 
laquelle a = 0, c’est 4 dire 4 une forme 

+ Qay + cy’. 
Tout d’abord en faisant la substitution 

(x,y, e+ Ay, y) 
on voit que le coefficient c peut étre ramené & une des quatre valeurs 

6, 1,4, 144. 
D’autre part on peut se borner a prendre le signe +, car les autres formes sont 
équivalentes ; on aura donc seulement les quatre formes 
Qiey, Bey + y?, Bey + ty, Mey+(1 +27 


et ces quatre formes sont bien distinctes. 
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Nous avons donc les types de substitutions correspondants, en identifiant 
successivement 


ca + (d— a) xy— by 


avec ces quatre formes.. 


Dans les quatre cas 
d—a=2, c=0. 











1° On aura 
d—a=2 b=c=0, et commead=1, onaa(a+ %)=1 
a’ + 2%a—1=0, onaa=—z2z 
donc substitution —i 0| 
0G 
+. d—a=md, o=0, bol densi -—., 
+72 
3°. d—a=2, c=0, b=-— donc Kiet 
+. 
4°, d—a=2, c=0, b=—(1+2) donc aa —(+9 
0 +2 





5. Considérons maintenant le cas oh (a +d)?=1. Dans ce cas d—a sera 
un nombre impair, et nous devrons considérer la forme 


2ca* + 2 (d—a) xy — 2by’. 
Nous avons done 4a considérer des formes : 
2A? + 2Bay + 2C7/ 
de déterminant B’— 4AG=— 3. 


D’aprés la théorie de la réduction, on peut supposer que la norme de B est 
inférieure 4 4/3. Nous aurons donc ici, pour une forme réduite 


Bo=+1 
et, par suite AG=1 


d’ot les seuls types: 
2a? + Qay + 2y? et 2a? + Bry — 2’, 


mais 2a? + 2xy + 27° et 2x*— 2xy + 27? sont manifestement équivalents, et aussi 
Qia® + Lay — iy? et 2ia® — ay — in’ 
puisqu’il suffira de faire sur la premiére forme la substitution 


(x,y, a+ w, y) 
pour retrouver la seconde. 
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Il nous reste done 
2a* + 2ry + 2y” et 2a? + Lay — iy’ 

qui ne sont pas équivalentes. 

Ceci nous donne les quatre types de substitution : 
0 —1| |—1 —1| [—1 ¢| | 
1 1|’ 1 0) ¢ Oj’ |a@ 1] 

6. Cherchons maintenant les formes qui se reproduisent pour les substitu- 
tions du trouvées au paragraphe (4). 

Pour la premiére le type est 

Axa + CYYos 


|O 4 





’ 














pour la seconde on a les formes 


aaxy + Atay — Atay + CYYo 
la troisiéme substitution nous donne les formes 


Zaxaxy + AXYy + Axo + CYYo 
et nous avons enfin pour la quatriéme 
Zaxx, + a(1 + 2) ry ta(l —t) xy + cyyo, 
a et c représentant, dans ces diverses formes, des nombres entiers. 
Ceci posé, si une forme donnée f admet des substitutions semblables, 
M ad 
P @Q! 
pour lesquelles M+ Q=0, cette forme doit étre équivalente 4 une forme ren- 
trant dans un des quatre types précédents. Or les déterminants de ces formes 
sont respectivement 
—ac, a®’—2ac, 2a — 2ac 
par suite pour une valeur donnée de ce déterminant, les formes sont en nombre 
limité ; on aura donc seulement un nombre limité d’essais 4 faire, pour recon- 
naitre si une forme donnée admet une substitution elliptique du type considéré. 
7. Considérons maintenant le second ensemble de substitutions, celles du 


paragraphe (5). Prenons la premiére; les formes qui admettent cette substitu- 
tion pour substitution semblable, rentrent dans le type 


Qaxay + (a + mi) xy + (a — mt) xy + 2ayyY- (1) 
Le discriminant de cette forme étant 
m — 3a? 


il pourra y avoir une infinité de ces formes ayant un discriminant donné. 
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Quant a la seconde substitution, elle n’est pas distincte de la premiére, 
puisqu’elle est égale 4 la substitution inverse, ot on remplace x et y par —ax 
et —y. 

Pareillement pour la troisiéme et la quatriéme, nous avons le type de formes: 

Qaxay + (m + at) xy + (m — ar) xy + 2ayyYo (2) 
et il y a encore ici une infinité de formes qui peuvent correspondre 4 un déter- 
minant donné. 

Si une forme donnée / admet des substitutions semblables 

|M NI 
P @Q| 
pour lesquelles 17+ Q= +1, cette forme doit étre équivalente a une forme (1) 
ou 4 une forme (2). Nous ne trouvons plus ici devant un nombre limité d’essais 
a tenter, comme dans le paragraphe précédent ; aussi, dans le cas actuel, sera-t-il 
préférable de ne pas rechercher directement les substitutions elliptiques de ce 
_ type. 

8. Des deux paragraphes précédents, on conclut que, une forme / étant 
prise arbitrairement, /e groupe fuchsien auquel elle donne naissance n’admet pas de 
substitution elliptique. 

Quant aux substitutions paraboliques, nous avons déji dit précédemment 
(mémoire cité), qu’il y en a seulement dans le cas ott le discriminant de la forme 
est une somme de deux carrés. 

9. Prenons, en particulier, la forme 

axaty — Dy yo 
le groupe fuchsien correspondant admettra des substitutions elliptiques du pre- 
mier type, mais il est aisé de voir qu'elle n’en admettra pas du second type. 


Soit en effet (Mm N 
Po 
une substitution transformant en elle-méme la forme précédente, on aura néces- 
sairement : Bice: @), 
donc M+ Q=M+mM, 


or M+ M, qui est un nombre pair, ne peut étre égal 4 + 1. 
Un autre exemple, extrémement simple, mais particuliérement intéressant, 


est celui de la forme 
tay — Uetgy 
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toute substitution semblable de cette forme a ses coefficients réels, et le groupe 
correspondant n’est autre que le groupe modulaire 


M N| 
P @| 
ot M, N, P, Q sont quatre entiers réels, satisfaisant 4 l’unique condition : 
MQ—NP=1. 


10. M. Poincaré, dans le mémoire que nous avons déja cité, a donné une 
généralisation bien remarquable des équations modulaires. Les fonctions fuch- 
siennes, provenant d’une forme quadratique ternaire indéfinie jouissent en effet 
d’une propriété remarquable qu’on peut regarder comme la généralisation de la 
transformation des fonctions modulaires. [1 va en étre de méme ici pour les 
fonctions fuchsiennes provenant d’une forme quadratique binaire 4 indéterminées 
conjuguées. Le théoréme fondamental de M. Poincaré va subsister ici ; on 
l’énoncera dans ce cas de la maniére suivante: Soient / une forme quadratique 
binaire indéfinie 4 indéterminées conjuguées, et G le groupe fuchsien correspon- 
dant 4 cette forme. Considérons d’autre part une substitution transformant / en 
elle-méme, mais dont les coefficients ne soient pas des entiers, mais seulement 
des nombres commensurables (réels ou complexes); 4 cette substitution cor- 


respond une substitution de la forme 
az+b 


(z, catd 
a, b, c, d étant des entiers, mais le déterminant ad — be étant alors différent de 


Vunité. 
Ceci posé, si F(z) désigne une fonction fuchsienne correspondant au groupe 


G, il y aura une relation algébrique entre 


F(z) et F Gs 


ce qui nous donne une nouvelle classe, trés étendue, d’équations analogues aux 


équations modulaires. 


TALLOIRES (HAUTE-SAVOIE), le 2 Septembre 1888. 




















MODELS 


L. BRILL IN DARMSTADT. 


(These Models are of plaster, unless otherwise stated. ) 











The models of Series I, II, V, VI, VIII, and for the most part of X and XIV, were constructed 
after the originals in the Mathematical Institute of the Royal Polytechnicum at Munich, under the 
direction of Prof. Dr. Britt, Dr. KLEIN and Dr. Dyck. 

Excepting Series VII and XI, all the Models can be obtained separately. An explanatory text 


accompanies most of them. 


The prices are exclusive of packing and transportation. 





CARDBOARD MODELS OF SURFACES 
OF THE 2d ORDER. 


After Dr. A. Britt, Prof. ord. in the University of 
Tiibingen. 


CONSTRUCTED OF SECTIONS OF COLORED CARDBOARD. 


1 and 2) Ellipsoids. 3 and 4) Hyperboloids of one 
and two sheets. 5 and 6) Elliptic and Hyperbolic Para- 
boloid. 7) Cone. 3 different stands for holding the 
Models, resp. M. 1.50, M. 2 and M. 1. 


First Series. 


I. Surface of revolution of the tractrix with geodetic 
and inflexional curves. II. Surface of centres of the 
elliptic paraboloid. III. Surface of centres of the hyper- 
boloid of one sheet. IV. Ellipsoid of revolution (spher- 
oid) with geodetic lines. V. Ellipsoid with geodetic lines 
through the umbilics. 

Whole series, 60 M. 


Second Series. 


VI. Three models of Kummer’s Surface. VII. Cubic 
surface with four real conical points showing inflexional 
tangents. VIII. Three surfaces of revolution of con- 
stant mean curvature with geodetic lines. IX. Surface 
of revolution of constant negative curvature (conical 
type) with geodetic and asymptotic lines. X. Surface of 
revolution of constant negative curvature (hyperbolic 
type) with geodetic parallels and circles. XI. Path of 
a heavy point on the surface of a sphere. 

Whole series, 120 M. 


Third Series. 


PLASTER MODELS OF SURFACES OF 
THE 2d ORDER. 


With Lines of Curvature, Rectilinear Generators, ete. 
By R. DigsEt. 


In the models of the first group only the principal 
sections are shown. 

Whole series, 100 M. I. group (7 models), 35 M. 
II. group (11 models), 75 M. 





Fourth Series. 


THREAD-MODELS OF SURFACES OF 
THE 2d ORDER. 


With Brass Frames. 


1) Hyperboloid. 2 and 3) Variable hyperboloids. 
aa paraboloid. 5) Variable hyperbolic para- 

oloid. 

This series, together with the Cardboard Models and 
Series Three, constitute a practically complete set of 
models of surfaces of the 2d order. 

Whole series, 270 M. 


Fifth Series. 


XII. Representation of the elliptic function 9— 
am (w,k). XIII. Three surfaces of revolution of con- 
stant positive curvature with geodetic lines. XIV. Ileli- 
coid of constant positive curvature. XV. Helicoid of 
constant negative curvature. XVI. Four types of 
cyclides. XVII. Catenary on the sphere. XVIII. En- 
velopes of geodetic lines on spheroids. 

Whole series, 100 M. 


Sixth Series. 


XIX. Twisted cubics on cylinders of the 2d order. 
1) Wave-surface for optically biaxial crystals (2 sheets). 
2) The corresponding ellipsoid. 3) Wave-surface for 
optically uniaxial crystals. 4) Wave-surface for opti- 
cally biaxial crystals in separate octants with the spheri- 
cal and ellipsoidal lines on both sheets and with the eight 
umbilics. 5) Circular cone with elliptic, hyperbolic, 
parabolic sections. 

Whole series, 60 M. 


Seventh Series. 


MODELS OF SURFACES OF THE 3d 
ORDER. 


The various forms of surfaces of the 3d order with 
parabolic curves and the most important of their Hes- 
sians. By Dr. Cart Ropensere, Prof. of Mathematics 
in the Polytechnicum at Hanover. Complete series, 
consisting of 27 models—I. Group Nos. 1-15. II. Group 
Nos. 16-26. 

Whole series, 300 M. I. group, 140 M. II. group, 160M. 











Eighth Series. 


XX. Surfaces of constant negative curvature with 
plane lines of curvature. XXI. Minimal surface of the 
9th order. XXII. Surface of the 12th order. XXIII. 
Perspective representation of the cube, sphere, cone, 
and hollow cylinder. XXIV. -Cylindrical helicoid. 
XXVa. Rectilinear helicoid, 2 and c. Catenoids of 
sheet-brass and plaster. XXVIa. Helicoid developable 
upon a spheroid. 

Whole series, 125 M. 


Ninth Series. 


MODELS OF SURFACES OF THE 4th 
ORDER. 


After Prof. Dr. Kummer, of the University of Berlin. 


Copies of the originals in the possession of the Mathe- 
matical Seminary of the Royal University at Berlin, 
described by Prof. Kummer in the Monatsber. der k. 
Acad. der Wiss., Berlin 1862, 1866, 1872. 

1-6) Six types of surfaces of the 4th order with four 
double planes touching along circles, among them 
Steiner’s ‘Romer Fliche.’? With a reprint of the descrip- 
tion in the Monatsber. 7 and 8) Two models of Dupin’s 
eyclide. 9) Surface of the 4th order with a double 
straight line. 

Price 120 M. 


Tenth Series. 


J. SUPPLEMENT. 


1) Wire skeleton for the representation of minimal 
surfaces by means of soap-suds. Thirteen forms (with 
directions). 2) Two models for the construction of 
ellipsoid by threads according to Staude. 38) Ellipsoid 
of plaster, separable along a circular section. 4) Model 
of a surface of the 4th order, with intersecting double 
straight lines. 5) Supplement to Dupin’s cyclides of 
the 5th series (No. XVI), parabolic cyclide with two 
imaginary nodes. 6) Series 5, No. XIII: strips of 
constant positive curvature of sheet brass, to illustrate 
developability. 7) Supplement to the wave-surface of 
the 6th series (Nos. 1-4)—wave-surface for optically 
uniaxial crystals with positive double refraction. 8) 
Series 8, No. XXV: catenoid of sheet brass to illustrate 
the transformation into the rectilinear helicoid. 


II. SUPPLEMENT. 


XXVIII. Three types of cyclides. XXIX. Surface of 
the 8th order. XXX. Twelve types of surfaces of revo- 
lution. XXXI. Figures for the experimental determina- 
tion of parabolic curves, of lines of curvature and 
asymptotic curves. XXXII. Envelope of geodetic lines 
radiating from one point. XX XIII. Ellipsoid. XXXIV. 
Two strips of constant negative curvature. 

Whole series, 185 M. I. Suppl. 45 M. II. Suppl. 90 M. 


Eleventh Series. 


S MODELS OF TWISTED CURVES 
With Stationary Elements. 


The curves are projected upon their osculating planes 
and normal planes, ‘‘ rectificierende Ebene.’’ Accord- 
ing to Prof. Dr. Car. Wiener of Karlsruhe. 

Whole series, 45 M. 


Prospectus furnished, if desired, gratis and post-paid. 
tion, 149 are of plaster, 19 are constructed of silk threads, 40 of wire, ete. 
synthetical and analytical geometry, theory of curva- 


ture, mathematical physics, theory of functions, ete. 


the departments of mathematical knowledge : 





| and 6, 2 and 8. 


Twelfth Series. 


4 THREAD-MODELS OF THE TWISTED 
CURVE OF THE 4th ORDER. 


First Kinp. 
By Privatdocent Dr. H. Wiener of Halle. 


1) The four real cones which pass through the curve. 
2) The developable surface of the tangents of the 
curve. 3) Case when only two real cones pass through the 
curve: model of these cones and the developable surface 
of the tangents of the curve. 4) Case when no real 
cone passes through the curve: representation by two 
hyperboloids, The developable surface. 

Whole series, 380 M. 


Thirteenth Series. 


10 THREAD-MODELS OF RULED SUR- 
FACES OF THE 4th ORDER. 


Represented by Silk Threads in Brass Frames. 
By Prof. Dr. Roun of Dresden. 


Ruled surfaces with ‘one pair of real double straight 
lines (Nos. 1-3) ; with two conjugate imaginary double 
straight lines, (4) ; with one pair of coincident double 
straight lines, (5); with a triple straight line, (6, 7) ; 
with a double conic and double straight line, (8) ; with 
a double curve of the 3d order, (9, 10). 

Price 380 M. 

Fourteenth Series. 


16 MODELS ILLUSTRATING THEORY 
OF FUNCTIONS. 


The real and imaginary parts of the values of a func- 
tion distributed over the plane of the complex variable 
as ordinates give separate surfaces. These are both con- 
structed for the following functions, and the lines of 
level and descent are indicated : w? = 22—1; w= z‘!—1; 
zZ—€ 


- "3a: 


1 
(points of algebraic infinity); 6w—e* (point of essen- 
tial singularity). Also for the elliptic function: w=? (w) ; 
w= (w) for 1) g?= 4, g§ =0; 2) g3= 0, g? = 4. 
Whole series, 330 M. 


Fifteenth Series. 


I. MODELS OF THE PROJECTIONS OF 
THE FIRST FOUR REGULAR FOUR 
DIMENSIONAL BODIES. 


Of Wire and Silk Threads. 
By Dr. V. Scutecen of Hagen i. W. 


MI. SURFACE ON WHICH THE ELLIP- 
SOID IS CONFORMABLY DEVEL- 
OPED BY PARALLEL 
NORMALS. 


With Lines of Curvature. 
Modeled in plaster by Dr. Retnpeck of Einbeck. 


MODEL-SUPPORTS of wood, stained black, 
annular in form to secure a better position of the spher- 
ical and ellipsoidal models. Price of each according to 
size, 80 Pf. to 1 M. 

These supports are furnished for the following models: 
I. Series Nos. IV and V. III. S. Nos.1 to4. V. S. 
Nos. XIIIa and 6, XVIce and XVIIIa. VI. S. Nos. 1a 
X. S. Nos. 3 and 7; No. XXXII. 


t= 


1 
w* = 1 —2?; branch-points ; w= “my 


Of the whole 208 numbers of the collee- 
They refer to almost all 








On the Construction of Intransitive Groups, 


By Oskar Bo.uza. 





If a substitution-group J is intransitive, the letters upon which it operates 
can be distributed into “systems of intransitivity,” 


Wis Mc cis i ily Bin 4 uo Bie Bene ef 8s 


such that the substitutions of J interchange among each other only the letters 
21, %.-.-.; the letters y,, y,....; the letters z,,2,...., amd so on, and 
connect transitively the letters of each system. Every substitution of J is then 
a product g.h.k..., g being a substitution between the letters 2 only, 4 a substi- 
tution between the y, and so on. ‘The substitutions g which occur in the 
different substitutions of J form together a transitive group G, likewise the / 
form a group 7, and so on.* We will agree, for shortness, to call these groups 
G, H, K.... the transitive constituents of the intransitive group J, and we pro- 
pose to solve, in the present paper, the inverse problem : 


Given the transitive substitution-groups G, H, K.... between the letters 
Ly, Wyre ees Yas Yo- ++ +5 By Mee--3 +. respectively, to find ALL the intransitive 
groups with the systems of intransttivity, x, % ~~~ 5 Yrs Yore +5 Bs See e ep eens 


and whose transitive constituents are the groups G, H, K.... 

There exists always one self-evident solution of this problem, viz. the group 
generated by multiplying by each other, in all possible ways, the substitutions 
of G, H, K....; but there may be still other solutions. For instance, if we 
choose for G the symmetrical group of three letters, for H the symmetrical 
group of three other letters, it is easily seen that we obtain intransitive groups 
with the transitive constituents G and //: 

a) by multiplying every substitution of G by every substitution of H 
(order 36); 





* Camille Jordan: Traité des substitutions, No. 44. 
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b) by multiplying every positive (gerade) substitution of G by every positive 
substitution of H, and every negative substitution of G by every negative 
substitution of H (order 18) ; 

c) by multiplying every substitution of G by the same substitution of H, 
that is to say, 1 by 1, (a, a, 73) by (%, Yo, Ys), (®1, %) by (y, Y2), and so on 
(order 6). 

§1. 


Reduction of the Problem. 


1. The case of more than two systems of intransitivity may successively 
be reduced to the case of only two systems. For by combining several systems 
of intransitivity in one larger system, we can always distribute the letters into 
two systems, 21, 7,.... and y, y...., such that the substitutions of J never 
replace any of the x by any of the y, nor vice versa. We may then deal with 
these two systems exactly as we did with the systems of intransitivity ; the only 
difference will be that the groups G and H to which we arrive may now them- 
selves be intransitive, but at any rate they possess a smaller number of systems 
of intransitivity than the original intransitive group. We may therefore confine 
ourselves to the case of two systems of intransitivity, provided we drop the 
supposition that the constituent groups G and # are transitive. 

The example given above exhibits the two extreme types of intransitive 
groups: in the first group every substitution of G occurs multiplied by every 
one of the substitutions of 7, and vice versa; in the last group, each substitution 
of G occurs multiplied only by one single substitution of H, and vice versa. The 
object of this § is to reduce the construction of any intransitive group to these two 
extreme cases. 

2. Let us then suppose we have found an intransitive group J with the given 
transitive constituents G and H: 

i= (gh, g@, fH’, ....]. 
Let aS Pe eee (1) 


be those substitutions of J in which the second factor, h, is unity; they form a 
group L, since the product* /.1x/'.1=1’.1 belongs again to the substitutions 








*T may remark that I use, throughout, Jordan’s notations ; accordingly, in a product the left-hand 
factor is to be applied first. Further small characters shall always represent substitutions which belong 


to the group represented by the corresponding large character. 
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(1). This group Lis a self-conjugate subgroup* of G as well as of I; for since 
every substitution of G is commutativey to every substitution of H, the substi- 
tution (gh)~* (which is generally equal to A~'g—') may be written g~'A7', and the 
transformed of /.1 by any substitution gh of J, viz. (gh)~11.1(gh) = g-"q.1, is 
again one of the substitutions (1). 

If gh be any of the substitutions of J, /g.h will also belong to J; and con- 
versely, ef gh and g‘h be two substitutions of I with the same factor h, then ¢ = lq; 
for gh x (gh)! = g'g~*.1 belongs to Zand in particular to Z, therefore gg~'=/ 
or jg = /q. 

In like manner the substitutions of J in which the first factor, g, is unity, 


and which we denote by 
Bitte, Bitty. «0 my (2) 


form a group J, self-conjugate in Has wellasin J. And if gh and gh’ be two 
substitutions of J with the same factor g, then h’ = mh. 

If Zand m be any substitutions of Z resp. MW, their product 7.m will be a 
substitution of J, and since the substitutions of Z are commutative to those of 
Mand both groups have no common substitutions besides unity, the 4.u pro- 
ducts, l,mg(a = 1, 2....4; B=1, 2....) are all different and form a group 
J.{ J is a self-conjugate subgroup of I; for (gh)~Um (gh) = g—lg.h-'mh, and 
this may be written /’m’, since Z is self-conjugate in G and UM self-conjugate 
in H., 

If in a substitution gh of I the first factor g belongs to L, then the second, h, 
will belong to M and therefore gh to J. For by multiplying /.h by [-'.1, which is 
sure to belong to J, we see that 1.4 is a substitution of J and especially of , 
therefore h=m. Similarly, if the second factor of gh belongs to M, then the 
first will belong to LZ. 

3. Applying a well-known theorem to the group J and its subgroup J, we 
exhibit the substitutions of 7, whose order we suppose to be 7, in the form 


Lud, aml, 2....4; Gel, Do... 6 yw, 2....ees, the multi- 
ll 


pliers 4; = 1, %....%, being substitutions of 7, subject to the only condition 
that, if a and @ be different, then 7,¢7’ shall not belong to the subgroup J. 





*** Ausgezeichnete Untergruppe.’’ See Cole ‘‘On Klein’s Icosaeder,’’ Amer. Jour. Math., Vol. IX. 
t ‘*Per mutable a.”’ 
t See Serret, Cours d’Algébre, No. 485. 
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We decompose the substitutions 7, into factors g and h and denote them by 
Gly 1, Gilag, » «= + Go (3) 


The r = Aux substitutions of / may then be written /,g,.m,h,, the indices taking 
the above indicated values. 

Since G is supposed to be a transitive constituent of J, the Ax substitutions 
lg, must all belong to G, and each substitution of G must be found among 
them. I say these Ax substitutions are all different. For if /.g, were equal to 
lgy, we should obtain a relation g,,=/g,; but then the product 7,77? would be 
equal to 7.h,h;* and would, according to No. 2, end, belong to J, against our 
assumption about the 7,. Therefore the Ax substitutions lg, are all different and 
represent all the substitutions of G and each one only once; therefore the order p of 
G is Ax. 

Similarly the ux substitutions m,h, are all different and represent exactly 
the group H, whose order g is consequently ux. Hence follows the theorem : 

Between the orders p, q, 2, uw of the groups G, H, L, M resp. exists the 


relation a. Se (4) 

4. The substitutions 9, g,..-.g, do not, as a rule, form a group; but we 
can introduce x substitutions g,, q....9, corresponding to them which form a 
group. In the analytical representation of substitutions of p letters, it is usual 
to agree that the same letter x, may also be represented by a,4,, G24) -- ++ 3 
similarly we will now introduce substitutions of the letters g,,g,....g, and 
agree that the same letter g, may indifferently be represented by g, or 4g,, 
lg,.... or dg,. Then the symbol 


nen » Jo en (5) 
ad Ny) YoY» veers IJ y 


represents a substitution between the x letters g,, g..--- Ge; J.J, being equiva- 
lent to gz, if g.g,—=/gs. According to a theorem due to Jordan,* the x sub- 


stitutions Gry Bor + + + + Be 





* Jordan, |. c. No. 69; see besides, Konig: Ueber rationale Functionen von n Elementen, Math. Ann. 
Vol. 14, and especially Capelli: Sopra l’isomorfismo det gruppi di sostituzioni, Giornale di Matematiche, 
Vol. 16, pg. 438. 
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form a regular®* group ©, which is meriedrically isomorphic to G, the A substitu- 
tions Lgy, Gy, «+++ bgy 
of G being coordinated (‘zuordnen”) with the substitution , of 6. 

In fact the group G is identical with the group of those substitutions which 
undergo, under the action of the substitutions of G, the x conjugate (‘ gleich- 
berichtigt”) values of a rational function @ (2,2, ....) which remains unaltered 
by the substitutions of the subgroup Z and no other. 

Defining in an analogous way the symbol 


Ma 4 Me nto 
ys ae a 


as a substitution, we introduce the group 


= [5 = 1, h. , eran be], 
which is regular and meriedrically isomorphic to #, the w substitutions 


(6) 


mh,, mh,,....m,h, 
of H being coordinated with the substitution 5, of 6. ; 
Now we replace in each of the x multipliers gh, (3), the factor g, by the 
corresponding substitution g,, and the factor h, by the corresponding substitution 


,, and obtain in this way a series of x products, 


6191 = 1, debe, .-- + Sede. (7) 
I say these x substitutions (7) forma group. For if 9,5, and gh, be any two sub- 
stitutions of the series (7), the series (3) will contain the two products g,h, and 
Jsdg, and the group J their product 9,g,.h,4g, which we may reduce to the form 
lm X g,h, = lg,.mh,, g,h, being one of the multipliers (3). Hence we infer 
9-9Gp= 19,, hh =mh,. 
On account of the isomorphic relation between © and G, the product 4,9, in G 
corresponds to the product g,gz in G; but on the other hand g, corresponds to 
ig,; therefore since to every substitution of G corresponds but one single substi- 
tution of G, the equation 9,9, = /y, implies 9,9; = 9,, and likewise §,§, = 5,. 
But g,h, belonging to the series (3), the series (7) contains the product 
6,9, = Gade 9.93 = 9.5. 9eH2, which shows that in fact the substitutions (7) form a 
group which we will denote by §. . 





* A substitution-group is said to be regular, according to Klein, if it is transitive and its order 
equals its degree. 
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This group is evidently intransitive and possesses the two systems of 
intransitivity, 
Dey Dy < 0 + ol GE By ys. «My, 
and its transitive constituents are the groups © and §. 
Moreover 3 is meriedrically isomorphic to J, the Aw substitutions 


ign fam, 2. ../kj Bei, 8...) 


of J corresponding to the substitution gh, of 3; to unity in $ corresponds the 
subgroup J of J. 

Finally the connection between the group $ and the multipliers (3) 
shows plainly that each substitution of © (and likewise each substitution of 9) 
occurs only in one single substitution of 3. 

5. Conversion: Let us now suppose we choose at will the self-conjugate sub- 
groups L and M of the two given groups G and # resp., but such that their 
orders A and uw satisfy the relation (4), 


| 2 
A lt 
and form the group J by multiplying their substitutions in all possible ways. 


Then we derive, as in No. 4, the regular groups G and § isomorphic to G and H 
resp. Finally, we suppose it possible to construct an intransitive group 


mM, 


0 = (ob, Gob. 1 aay 6.5. ] 


with the transitive constituent groups © and §, and such that each substitution 
of & (and each substitution of §) occurs but in one single substitution of §. 

Repeating, then, in reversed order, the conclusions of the last number, we 
easily find : 

If in each substitution 9,h, of 3 we replace g, by any of its corresponding 
substitutions of G, g,, and b, by any of its corresponding substitutions of H, h,, 
and multiply the Aw substitutions of J by these x products, gh, Jog. - +» Peltes 
the Aux substitutions thus obtained form an intransitive group J whose transitive 
constituents are the given groups Gand H. 

Thus we have obtained the result announced in the beginning of this §: 
The construction of the intransitive group I ts indeed resolved into the construction of 
two intransitive groups which represent the two extreme types of intransitive groups, 
viz. the group J in which the substitutions of the two constituent groups Z and 
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M appear multiplied together in all possible ways, and the group 3 in which each 
substitution of either of the constituent groups G and § appears multiplied only 
by one single substitution of the other constituent group. 


§2. 
Connection between Intransitive Groups and Isomorphism. 


1. Before we pass to the construction of the group 3, we must mention a 
theorem due to Netto, by which an intimate connection is established 
between intransitive groups and isomorphism. A group Z is said to be tsomor- 
phic, nr the most general sense* of the word, to a group G, if it is possible to 
establish between the two groups a relation of the following character: With 
each substitution of G are coordinated one or several substitutions of H, and if 
hi, h,....h, be all the substitutions coordinated with a substitution g, and 
hi, hy....hj all the substitutions coordinated with any other g’, then all the 
products, h,Ai(a=1,2....v”; a’ =1,2....2') and no other substitutions of 
H, shall be coordinated with the product gg’. Besides, it is supposed that all 
the substitutions of H are engaged in this coordination. 

' From this definition follows that reciprocally the group G is isomorphic to 
H, so that the isomorphism between the two groups is perfectly mutual. 

The holoedric and the meriedric isomorphism, as defined by Jordan, are 
special cases of this general isomorphism, which has been called by Netto 
mutually meriedric (“ gegenseitig mehrstufig ”). 

Now Netto’s theorem? is this: 

Suppose the two isomorphic groups G and H to operate upon different 
letters; if, then, each substitution of G is successively multiplied by all its 
corresponding substitutions of H, the products will form an intransitive group 
with the constituent groups G and H. 

And conversely: If an intransitive group J with the constituent groups G 
and H be given, and we coordinate with each substitution of G all those substi- 
tutions of H with which it appears multiplied in the substitutions of 7, then the 
relation thus established between the two groups will be isomorphic. 

2. Every intransitive group may consequently be considered as defining an 
isomorphic relation between two growps, and any theorem on intransitive groups 





*Netto: Substitutionentheorie, 293. t Ib. 1. c. 393. 
LIBRARY OF 
MATHEMATICS & ASTRONOMY 
UY sat + Tr vo * >t ? 


t 
YSU OL ANS RAUSAS 


Ww 
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may be interpreted as a theorem on isomorphism. For instance, denoting by 
O, the system of 4 substitutions, Zg,, hg,....4g,, and by Q, the system of u 
substitutions, mh,, mh,....m,h,, we may express the results of §$1, 3 in this 
form : 

If two groups G and H are isomorphic, the substitutions of G can be 
distributed into a number of systems 


Ts eh, 


y? 


and those of Hin an equal number of corresponding systems, 
0,,a,,.... « <M, 


such that any substitution of O, is coordinated with all the substitutions of the 
corresponding system ©, and with no other, and, vice versa, any substitution of 
Q, with all the substitutions of O, . 

But this is exactly what Capelli,* who has first considered this general 
kind of isomorphism, assumes in his definition, so that by our developments the 
definitions of Capelli and Netto, though apparently different, are found to be 
identical. 

3. If we apply Netto’s theorem to the intransitive group 3 of §1 and 
remember that in 3 each substitution of G appears multiplied only by one sub- 
stitution of § and vice versa, we see that the group $ defines, between G and 6, 
a holoedric isomorphism, in which the substitution g, of G is coordinated with 
that substitution §, of § with which g, appears multiplied in the substitution 


gh, of §. 
§3. 
Holoedric Isomorphic Relation of a Regular Group to itself. 


1. In order to be in accordance with the usual notations, we will write 
henceforth G and /7 instead of G and §, and denote the letters upon which the 
substitutions of G and H operate by a,, a.... 2, Yesp. 41, Yo.+-- Yr. Since 
the two groups are supposed to be regular and holoedrically isomorphic, they 
must be, according to a theorem of Jordan’s,t altogether identical except 





* Capelli, 1. c. pg. 33. Starting from this definition, Capelli proves that the different systems 
Oy contain the same number 4 of substitutions, and the different systems 2, the same number u of 


substitutions, and thus finds the relation (4) , & = . : 


+ Jordan, l. c. No. 70, 72, and Netto, 1. c. 290. 
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the notation of the letters upon which they operate. Therefore there must exist 
a certain permutation of the x:a,,, x;,....;,, such that each substitution h, of 
H becomes identical with the corresponding substitution g, of G, if we replace, 
within the cycles of h,, the letter y% by 2;,, y, by x,, and so on; or denoting by wu 
the substitution 
ene ™ =e) (8) 
Wis Yor ++ + Yrs Ci) Lise ee s GH, 


we must have, between any two corresponding substitutions g, and h,, the rela- 
tion g.= uh, amet, G....% (9) 
and between the groups themselves, 


G=u-'Hu. (10) 


If there exist still another holoedric isomorphic relation between G and H, 
there will exist another substitution w’ such that 
G= wh; 
u' can be reduced to the form 
w= ut, 


where t is a substitution between the «x which transforms G into itself, 


Giz G. (11) 
For from uHu= G and w-1Ai' = G 
follows w—uGu-W = G, 
or if we put w—'w = ?, 

c'Gi=G 

and uu. 
We can write “u=vr, U=v.Tt, 
where | T= (ay, Hehe He) + ~~ (Ses He) (12) 


and v, uv’ are substitutions of the letters y only; then we see that 
t=a(o-v)¢ 


is a substitution between the «x only. 
The equation ¢~1Gt= G defines a holoedric isomorphic relation of G to 
itself, in which any substitution g is coordinated with its transformed ¢~'gt. 
Thus the construction of the intransitive group I is at last reduced to the problem : 
To find all possible holoedric isomorphic relations of a regular group to itself. 
27 
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2. The substitutions ¢ which satisfy the relation ¢~'Gt=G form a group T, 
which is the largest group with the letters x, x,....%x, in which the group G is 


contained as a self-conjugate subgroup.* 
The group 7’ always contains substitutions which are commutative not only 


to the whole group G, but to each of its substitutions. These substitutions form 
a group which has been studied by Jordan ;} it is itself regular and of the 
same order as G and can be derived from it by an algorithm indicated by 
Jordan. We denote this group by 
ast fap i my, « .- 6). 
S being a subgroup of 7’, we can write the substitutions of 7 in the form 
thy @e2l, 2....9/ 61, 2... pf. 
Two substitutions of 7’ with the same factor ¢, will transform the group @ exactly 
in the same way and therefore lead to the same isomorphic relation of G to 
itself; for 
(stp)~'g (stp) = ty * (8~*gs) te, 
which is equal to ¢; 'gt,, since s~'gs is supposed to be = g. 

To obtain all the distinct isomorphic relations it is therefore sufficient to 
know a complete system of multipliers, ¢, 4... . ¢,. 

The problem to determine the group 7 for a given regular group G has been 
completely solved by Jordanf{ in the case where G is the group of the 
arithmetical substitutions 

[21, Mg eee Sn) %4 + a, Zs + Ge, ona 2a On|, 
a0, 1....m—1, ag=0,1.... ; -.m—i1, 

In this case Sis identical with G and the group 7'is the linear group of the degree 
m”, which is generated by combining the given group with the group of the 
geometrical substitutions 
| Zn, Zyeees Sn3 Arey Ayaeg +... 5 Oye A Aygdy 625 2 Oph Hate ....|; 
the determinant |a,,| being prime to m. 

Here the group of the geometrical substitutions form a complete system of 


multipliers 4, t,.... ¢,. 





* Netto, 1. c. 278. 

t Jordan, l. c. No. 75. See also Frattini: I gruppi transitivi di sostituzioni dell’ istesso ordine e grado. 
Atti della R. Acc. dei Lincei, Memorie, 1883. 

} Jordan, 1. c. No. 19, and Netto, 1. c. 31387. 
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3. The isomorphic relation of a group G to itself can be found in a different 
way without recurring to the group 7’, provided we know a system of inde- 
pendent generating substitutions* a, b,c.... of G and the fundamental relations 
between them. For if 


a = (a, b,c....), (13) 

Voadkla, t,o... ..), 

é=y(a,b,c....)F 
be the substitutions which are coordinated with a, b, c.... resp. then 
exactly the same relations will exist between the a’, b/,c.... as between the 
a,b,c...., and therefore the a’, d’,c’.... will constitute another system of 
generating substitutions for the group G. Conversely, if a’, b',c’.... be 


another system of independent substitutions satisfying the same fundamental 
relations (and no other besides), and if we coordinate a’ with a, b’ with 8, 
c with c, and so on, and with each product of the a, b,¢.... the similar pro- 
duct of the a’, b’, ¢...., then we shall have established a holoedric isomorphism 
of the group G with itself. 

For instance, the cyclic group of the order n can be generated by a single 
substitution a, satisfying the relation a*=1, and no other relation a” =1 
where nn. The same conditions are satisfied by a’ =a", provided « be prime 
ton. Therefore we obtain a holoedric isomorphic relation of the cyclic group 
to itself by coordinating a* with a“",a=0,1,....n—41, and there are $(n) 
different isomorphic relations. 

We may even use this method to determine backwards the group 7. For 
by comparing the generating substitutions a, b,c... . with their corresponding 
substitutions a’, J’, c’.... we can easily find the substitutions ¢, of No. 2, and 
by combining these with the group S we obtain the group 7’. 

Example: The symmetrical group of three letters can be generated by two 
substitutions a, b, satisfying the relations 

st, Pol, ba=sald; 
the group is then 
1, a, a’, b, ab, a’b. 





* Compare for this number, Cayley, On the Theory of Groups, Phil. Mag., 4th series, Vol. 7, 18, and 
American Journal of Mathematics, Vol. 1; and Dyck, Gruppentheoretische Studien, Math. Ann., Vol. 22. 


_tThe¢,¥,x7.... represent products a*bPc’.... a® bey. ... 
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If we choose for a’ any of the substitutions of the third order (a or a’), for 0’ 
any of the substitutions of the second order (6, or ab, or a*b), it is easily seen 
that a’, 0’ satisfy the same relations 
ao 1, Vai Me xy, 
and no other, and we have therefore six different isomorphic relations of our 
group to itself. The regular form* of our group is 
1; & = (axyatgaty)(agstte); 4? = (aryaegaty)(aeatetts); B= (ary074)(a%90%) (aeg0rs) ; 
ab = (20425) (Hyer4)(ageXg) ; 7D = (xyxe)(yH5)( 5H) - 
To find the substitution ¢, for instance, for the isomorphic relation defined by 
a’ =a, b'=ab, we have to determine a substitution. which, applied within the 
cycles of a and 6, changes 
' : (ayarqers)(2 4X56) 
into itself, and 
(2 y2)(2y0r¢)(2g05) INtO (ary—rs)(arger4)(agKr6) 5 
evidently (a,x2c3) is such a substitution. In this way we find corresponding to 
the six isomorphic relations, the six substitutions, 
y= 1, t= (xargs), ty = (xx 3%p), 
ty = (x506)(HyHs), ty = (ar5%5)( 90%), ty = (aeger5)(2e4%2) 
On the other hand the group S is easily found to be 


15 (ayargars)(ayargxs), (ya 9Hp)(aryeeyer5), (ays) (M205)(25%5), 
(ay25)(a9ite) (ages), (0425)(aeQ0r4)(3H5) « 
These combined with the six ¢ give the group 7, which is of the order 36, and is 
made up of the positive (“gerade”) substitutions contained in the most general 
imprimitive group with the two systems of imprimitivity, 


Wy, ®q, Lz and ay, x, Xe. 


This is then the largest group with the letters a, x, ....a, in which G is con- 
tained as a self-conjugate subgroup. 

4, As an example of the construction of intransitive groups, we propose to find 
all the intransitive groups with the two systems of intransitivity, 


Xi, Hy, Ug, Uy and Yrs Yar Yas Yas 





*That is to say, the regular group which is holoedrically isomorphic to the given group; see Dyck, 
l. c. 46. 
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whose transitive constituents are the alternate growp Gi, of the letters x, x2, %3, x, 
and the alternate group 7, of the letters y,, y, Y3, Y4- 

The group G, can be generated by two substitutions a and c, satisfying the 
relations Past, P= 1, (acpi. (14) 
Introducing, for shortness, the notation 


b = cae’, 


the group G4, may be exhibited in the following table : 
i «¢, &, &., 
c, ac, be, abe, (15) 
ce, ac, be, abe, 


whose first line represents the ‘Four-group” (“ Vierergruppe”), which shall 
be denoted by G,, and which is, besides Gi, itself and G,;=1, the only 
self-conjugate subgroup of Gp. 

We may choose, for instance, 


and we obtain all the possible systems a’, c of generating substitutions which 
satisfy the same fundamental relations, by choosing for a’ any of the three sub- 
stitutions of the second order, a, 6, ab, and for c any of the eight substitutions 


of the third order, 
ce, ac, be, abe; c*, ac’, be’, abc’. 


For since c’ does not belong to the subgroup G,, whereas a’ does, a’c’ cannot 
belong to G, and must therefore be one of the eight substitutions of the third 
order, therefore we have 

ast, omwi, (ddf=mt. (16) 
And there can exist no other relation between a’ and c’ independent of these. 
For any such relation could, by means of (16), be reduced to the form: one of 
the products of the table (15), marked with dashes, equal to unity (d’ denoting 
ca'c’). Let us for instance suppose we had besides (16) the relation a’d’c = 1; 
now @'U'c' is conjugate (‘‘gleichberechtigt”) in Giz with ec’, since, on account of (16), 
a'b'’ = a'—'ca'; therefore the relation a’b'’c =1 implies* ec’ =1, which is in 
contradiction with our assumption about c’. Since the substitutions a, 6, ab are 
conjugate in Giz, and likewise the substitutions of the second line of (15), and 








* Compare for these conclusions Dyck, |. c. §3. 
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finally those of the third line, we see that any relation between a’ and ¢’, inde- 
pendent of (16), would imply either a’ = 1, or ¢ = 1 orc”=1. 
There exist therefore 3.8 = 24 different systems of generating substitutions 
satisfying the relations (14) and no other. 
Denoting the generating substitutions of H,, by d, f, we have 
@=1,f=1, aru. 
And putting again e = fd/*, the group Hy, may be exhibited in the table 
lL, £284 &., 
It, a, of, def, (17) 
J, df, of", def, 
whose first line shall be denoted by Aj. 
On account of the relation (4) we can choose the self-conjugate subgroups 
L, M of §1 in three different ways: either G,, Hjy(x=1), or Gy, Ha = 3), 
or G,, H,(x= 12). 
a). z=1; L=G,, M= Hy. 


I is of the order 144, and is obtained by multiplying every substitution of G, 
by every substitution of A,. 
b). x=3; L=G,, M= q,. 
The multipliers g,, g., g; of §1, 3 are here: 
N=1, p=e, g=e, 
hence c= 1, 
Go = wl ’ 92 ’ Js 
: DiJas JoJo, IsJo 
oo = Nn 192 59s 
SAGs» J2I31 Ial)s 
G=[1, g, 9]. 
In the isomorphism between © and Gy, 1 is coordinated with the first line 
of the table (15), g with the second, 9? with the third. 


Further, © 
h=1,h=f,h=f’, 
by = Sy bh, = (Ay, hy, hs) = b; hs — (hy, hs, hy) = h’, 
= [1, b, §*]. 
The substitution 1 of § is coordinated with the first line of the table (17), 6 with 
the second, §? the third. 


=u Jas Js) = 6; 


)= (N; Js 5 9s) = 9", 
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There exist two intransitive groups $ of the third order with the transitive 


constituents G and § (§38, 3), viz. 
1, 95 , 9°’, 
and 1, gh’, 97h. 


Consequently we obtain two intransitive groups I of the order 48: the first by 
multiplying every substitution of the first line of (15) by every substitution of 
the first line of (17), every one of the second by every one of the second, every 
one of the third by every one of the third; the second group J by multiplying 
every substitution of the first line of (15) by every substitution of the first line 
of (17), every one of the second by every one of the third, every one of the 
third by every one of the second. 


Cc). “2=12; L=1, M=1. 


Here G is nothing but the regular form of the group G,, § the regular form of 
the group H,. The 24 systems of generating substitutions of Gi, define as many 
holoedric isomorphic relations of G, (and therefore also of G) to itself, and con- 
sequently we obtain 24 groups I of the order 12, all contained in the table : 

1 ,@d ,b.e ,ad¥.de, 

df ,ad.df ,Ud¢.ef , di'd.def, 

of? ae’. df*, Uc". ef*, abc’. def*, 


if we replace a’, c’ successively by the 24 different systems of generating substi- 
tutions. 


§4. 
Some Applications to the Construction of Transitive Groups. 


1. In a note published in the Mathematische Annalen,* Cayley proves a 
theorem which is closely connected with our subject, and which, in our nota- 
tions, may be expressed thus: 

“Let G=[%, 92---49,] be a substitution-group with the letters 2,, 2, ..., 
whose substitutions are commutative each to each, and let h, be the same substi- 
tution as g, but operating upon different letters y,, y,...., and let ¢ denote 
the substitution 

T = (XyY1)(To¥2)(T3Ys) - +++ 





* Cayley, A Theorem on Groups, Math. Ann., Vol. 13. 
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then the 27 substitutions 

gihy » Ghz : 

Ght.T, Ghee, ...-g 
will always form a group, if 

m = (mod. 7).” 
The first line of this group is an intransitive group of the special class considered 
in the last §, and we propose therefore to apply the developments of §3 to the 
problem : 
Suppose the two regular groups G and H# of the order r of §3, 1 to be 

identical, but operating upon different letters ~ resp. y; h, shall denote the 
same substitution of y,, y....y, which g, denotes of the 2,, 2,....2a,. Let 


then I= [gis Joi, + -- Irhi,] 


be an intransitive group of the same order r with the transitive constituents G 
and H; %,%,....4%, is then a certain permutation of 1,2....7 and there 
exists, according to §3, 1, a substitution uw such that 


uy u=g,, @=1,2....7. (18) 


Now we multiply the substitutions of J by the substitution 
T= (21/1) (242) a (x,y), 


ut is required to find the conditions that the 2r substitutions 


Gihi, 5 Joli, + Gh, , ; 
Gihi,-T, Joly. T.... Gy (19) 
form a group. 

If they do form a group Q, this group will be imprimitive with the two 
systems of imprimitivity 2, 7,....a, and y, y....¥y,, and J will consist of 
all those substitutions of Q@ which do not interchange the systems, and therefore 


I will be a self-conjugate* subgroup of Q, and therefore 
Cea f, (20) 
and this condition is sufficient, since then the two groups J and [1, 7], which 


contain no common substitution besides 1, are interchangeable among each 
other.+ 





* See Netto, l. c. 272. + See Serret, Cours d’Algébre, No. 435. 
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From (20) follows that r~'/z7 and J must possess the same constituent 
groups, therefore 7 'Hr = G; 7 and wu being two substitutions which transform 
H into G, they must, according to §3, 1, be connected by an equation 


w= ct, (21) 


t being commutative to G. Remembering, then, that according to the adopted 


notation 
TT hye = Ii, ; 


(18) becomes f "gig, asl, 2....% (22) 


On the other hand, 7~'g,h,7, which is equal to t~'g,7.7~"h, 7 = 9h, belongs 


again to J (20), and therefore g, and A, must satisfy (18), 
u—"h.u = gi, 
or tigizgy,, a=1,2....7f. (23) 
This equation combined with (22) gives 
f“giume., anh, 2... - (24) 


If, conversely, ¢ satisfy this condition and we choose h, = ttg,t—'t~', then we 
find ec Urt=TJ. We see therefore that the square of the substitution ¢ must 
belong to the group denoted in §3, 2 by S. For instance, in the case of the 
group of the arithmetical substitutions mentioned in §3, 2, we find easily for the 
substitution (see pg. 23): 


t= |e, me... Sn3 Ane + Ayes +... , At + ate. ., --- Gatitane +...| 


the condition 


n 


SF asst = “ i 420 (mod. m). 


=i 1, if y=a 


The relation (24) shows that the isomorphic relation of G to itself as defined 


by the equation 
i"Gia G, 


possesses the character of an involution, that is to say, if g,in the transformed 
group is coordinated with g, in the original group, then reciprocally g, in the 
original group will be coordinated with gy, in the transformed group. 

28 
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Applying this to the generating substitutions a, b,c.... of $3, 3, we see 
that the transformation (13) must possess the period 2, that is, 


amma, Ol s+), 
band (a, Od... 


Let us now return to Cayley’s theorem and suppose that any two sub- 
stitutions of G are commutative to each other. Then, according to a theorem 
of Kronecker’s,* G can be generated by a series of substitutions a, b,c..., 
commutative each to each and of the orders 7, ™, 73 resp., the integers 
11, T2, 73... forming a series in which each integer is divisible by the following, 
and besides their product equals the order of G: 


TT1.1%_.1%3---. 


By coordinating each substitution g, with g, we always obtain a holoedric 
isomorphic relation of G to itself, if m be prime to 7, since (9,9,)" = grgz in this 
case. The corresponding transformation (13) of the generating substitutions is 


im 


eae’, Ose’, Cae, ...., 
and this has the period 2, then and only then, when 
en aaa, FP ab, CP ae, ... 
which implies the only condition, 
m? = 1(mod. 74), 


since 7), 73, .... are divisors of 7. 

This congruence includes Cayley’s theorem, since r is divisible by 7. 

2. We conclude with some general remarks on the construction of groups. 

The fundamental problem of the abstract theory of groups is, to construct all 
the groups of a given order; groups which are holoedrically isomorphic may be 
considered as essentially identical in this research. 

Now all possible groups of a given order 7 may be divided into two classes : 

The first class contains all those groups which are holoedrically isomorphic 
with intransitive groups whose transitive constituents are all of a smaller order than r. 








* Kronecker, Berliner Monatsberichte, 1870, and Netto, 1. c. 2133. 
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The second class contains all those groups for which no such isomorphism 
exists. 


All the groups of the first class can be obtained by the method developed 
in this paper, provided all the groups of a smaller order than 7 have been pre- 
viously determined, and thus the problem is reduced to the construction of the 
groups of the second class. 

Examples : 

1). r= 4. There are two groups, 

a). 1, a, @, a; emi, 
which belongs to the second class, and 

2). 1, a, 6, ab; Os 1, P= 1, baad, 
which belongs to the first class, since we may choose 

a = (x22), b= (Yio). 

2). r=6. There are two groups, 

a). . 1,4,¢,¢,¢ 0; d= 
belongs to the first class and becomes identical with the intransitive group 

b= (ar), C= (WyoYs); 
1, ¢c, &, b, be, be’, 

if we put a= bec, which is indeed of the sixth order. 
@). The group 1, a, a’, b, ab, a’b, 


21, P= 1, waa, 


belongs to the second class, but can be obtained by Cayley’s theorem. For 


if we put 
C= (aya q3), C= (YrYoYs), T= (a pY1)(X2%2)( s/s) 5 


the group 1, ce , cd, 
t, clr, edt 
becomes identical with the given group if we write 


ameal, b==-¢. 


3). r= 8. There exist five different groups enumerated by Cayley in 
the Phil. Mag. (4th series, Vol. 7, 18). Two of them belong to the first class. 
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In the group 


at=1, ®=1, ba=ab 


we may choose A= (a, 7,7—%,), 6 = (yrys), 
and in the group emet Foe , ewes, 
ab== ba, cox en, bosscd 
we may choose a= (x72), b= (Ye), C= (m%)- 
Finally, the group ool, Pal, bode’ 
belongs to the second class, but can be obtained by Cayley’s theorem. For 
if we put 
C= (ayargergxy), T= (YrYoYsYa), T= (2141) (aie) (aas)(sys) 
the group 1,c# , cd , ed, 


vt, cir, ed’r, edt 


becomes identical with the given group if we write 


ama’, t=-<* 


ORANGE, N. J., September, 1888. 





*T avail myself of this opportunity to add a reference to a previous paper ‘‘ On binary sextics with 
linear transformations into themselves ”’ (this Journal, Vol. X, pg. 47): Mr. Wiltheiss has called my 
attention to a paper of his (Math. Ann., Vol. 21, pg. 898) which had escaped my notice, and in which 
he deals with the determination of those systems of hyperelliptic ’-moduli for which there exists a 
complex multiplication. It is easy to prove a priori that for the case of the transformation of the first 
degree (for which Mr. Wiltheiss gives a complete table) these systems of 3-moduli must be identical 
with those determined in the third section of my paper, and soI could have made use of Mr. Wiltheiss’s 
results and determined afterwards the order in which these systems of ?-moduli are to be coordinated 
with the binary sextics, by considering the isomorphism which exists between the group of the linear 
transformation of the variables z, , z, and the group of the linear transformation of the ¥-moduli. But 
still the method employed in my paper has the advantage of showing directly the connection between 
the binary sextic and the corresponding ¥-moduli. This method has, by the by, been first employed by 


Mr. Poincaré in a similar research. 








Die Herstellung einer linearen Differentialgleichung aus 
einem gegebenen Element der Integralfunction. 


Von Karu Heun, Miinchen. 


Es kommt nicht selten vor, dass ein Klement einer analytischen Function 
einer unabhingigen Verinderlichen in Form einer convergenten Potenzreihe 
gegeben ist, deren Coefficienten durch eine homogene lineiire Recursionsgleich- 
ung bestimmt sind. In diesem Falle kann man das Problem der Integration 
reguliirer lineirer Differentialgleichungen durch Potenzreihen umkehren und 
die Differentialgleichung bestimmen, welcher die gegebene Reihe geniigt. Diese 
elementare Aufgabe ist im Folgenden gelést. Bemerkenswerth scheint mir 
der iiusserst Kurze und durchsichtige Beweis fiir die Existenz der Integrale 
reguliirer Differentialgleichungen, welcher als ein einfaches Corollar der nach- 
stehenden Loésung erscheint. Dass der hier gegebene Beweis ohne Benutzung 
des Integralalgorithmus gefiihrt ist, erscheint mir ebenfalls als ein Vorzug 
desselben. 

| 


Kin Element einer analytischen Function y des Argumentes a sei gegeben 

durch die in der Umgebung des Punktes a convergente Reihe 
Y=Htn(e—a)+ g2(e—alP+....+ in inf. 

Ferner seien die Coefficienten gy, 91, go, ---- durch die recurrente Relation 
Gy (2). gn+ Gi (m—1)-9n—1 + Gy (2 — 2).gn-et---- + Ga_-(n—7).ga_-=0 (1) 
verkniipft. Wir denken uns die Gréssen G, G,,....G@,_, als ganze rationale 
Functionen p*" Grades von n gegeben. NHinige derselben kénnen jedoch auch 
von einem niederen Grade sein. EHrreicht G,) wirklich den Grad p, dann bringe 
man die Gleich. (1) auf die Form 


In G; G, JIn—2 G, JGn—r 
* 474+. > 4+....4¢57-—"=0 le 
Jn—1 G, + Gy Gat + * Gy Gn—-1 ( a) 














216 Heun: Die Herstellung einer linetiren Differentialgleichung 


G., = v=—@ - 1 a 
a= LG): (a) 
Wir versuchen nun die Gleichung (1a) durch die Annahme 


f= 2" eG) 


v=0 


und setze 


identisch zu befriedigen. Dann ist 


Pea * (=): 


= 3 (—). B(—5): 








Die Gleich. (1a) geht durch Hinfiihrung dieser Potenzreihen iiber in 


8G) 8 a Coes? 














1 
+R cae (= — 92 Bg) tet EHO. (1b) 
Hieraus lassen sich die Gréssen C,, C,,.... nach der Methode der unbestimmten 

Coefficienten berechnen. Fiir C, erhilt man die Gleichung 
Cr + yf. Sa + y$. a +. + ye 1) Ji, + y= = 0. (2) 
Die Wurzeln derselben seien a,, a,,....a,. Man setze nun firt*=1, 2,....7: 

1 
oy — aa jena 3 (3) 
D ist al m 
ann ist also In ee Lg S 7 
Jn-1 = 


Nach einem bekannten von Herrn Weierstrass auf complexe Gréssen iiber- 
tragenen Gauss’schen Satze* ist also die Reihe 


yY¥=Ntn(e«—a)t+9,(a—a)?+....-+ in inf. 
absolut convergent fiir alle Werthe von 2, welche der Bedingung geniigen 


je eee 








*Gauss’ Werke, Vol. III, pag. 139-143. Weierstrass: Abhandlungen aus der Functionenlehre, 
p. 212-225. 
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Jetzt ist natiirlich unter & derjenige der durch Gleich. (2) bestimmten Punkte 
£1, &, ....&, zu verstehen, welcher dem Punkte a am niichsten liegt. Werden 
mehrere Wurzeln der Gleichung (2) einander gleich, dann indert sich nichts an 
der vorstehenden Schlussfolgerung. Wird a, =0 [r= 1] dann ist =o zu 
setzen. 

2. 


Wir wollen jetzt die lineare Differentialgleichung aufstellen, welcher die 
Reihe y formal geniigt. Zu diesem Zwecke setze* man 


Ge (n — x) = Gr (0) + AG (0) (n—1) +; AG (0)(n—)(n — #1) 


ane PO (M2)... rs —p+1). 


Dann lasst sich die Gleich. (1) in die Form bringen: 


Gy (0) «dn + G1 (0). Guna tt... - +G,(0).Gn_, 
+ AG, (0).2- gn + AG, (0).n—1.g,1+.... + AG, (0). 2 —7r.gu_, 


+ 75 [A°G, (0).n.m — 1.9, + A°G, (0).m—1.n—2.9q-4 
+.... + AG, (0).n—r.n—r—1.9n_,] 


le a 


1 


+e Ot eet eee 1.9, 


+....$A’G,(0).n—r.n—r—-1....n—r—p+1.g,_,]=0. 


Diese Gleichung multiplicire man mit (2—a)” und summire von n= 0 bis 
n=. Beachtet man ferner, dass y mit einem negativen Index verschwinden 
muss, falls die Gleich. (1) auch die Coefficienten g,, g,,....g,—, bestimmen soll, 
dann erhalt man den Ausdruck 


[G, (0) + G,(0)\(@—a)+ G,(0)(a—a)+....+ G,(0)\(x@—a)'].y 


+ [AG,(0) + AG, (0)(@—a) +AG,(0)(2—a)'+.... FAG, (0)(e—a)'(a@—a). 7 





[AP G, (0) + APG; (0)(a — a) + A’G; (0)(e— a) 


* ee 
$26. FAG, (O(e—ay(e— ay”. F¥=0. 





* Die Operation A ist in der iblichen Weise zu verstehen. Es ist also 


Af (v) =f (z+1)—f (x), A’f (x)= 4f (ex +1) —4f (a), ete. 
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Die Reihe y geniigt also einer inbezug auf den Punkt a reguliren lineiren 
Differentialgleichung p** Ordnung. An der Stelle x=a findet im Allgemeinen 
eine Verzweigung statt. Da nun infolge der Voraussetzung iiber den Geltungs- 
bereich der Relation (1) die Gleichung: G,(0).g)=0 bestehen muss, welchen 
Werth man auch g, beilege, so ist G)(0) gleich Null anzunehmen. Die deter- 
minirende Gleichung inbezug auf den Punkt «=a heisst dann 








0 = AG) (0) + 5 A°G, (0)(4 — 1) + p55 V°G (0A — 1A—2) 


fet pg APG (0)—YA—2)--+-@—v+I). (la) 






Die iibrigen Verzweigungspunkte der Integralfunction von Gleich. (I) sind 
Wurzeln der Gleichung 















A? G, (0) + A? G,(0)(a—a) +A°G, (0)(a—a)+ .... +A°G,(0)\(a—a)'=0. (3) 


Umgekehrt ist bekanntlich nicht jeder Werth von x, welcher diese Gleichung 
identisch befriedigt, nothwendig einem Verzweigungspunkte entsprechend. Is 
ist jedoch nicht néthig auf diese Verhiltnisse hier niher einzugehen, da dieselben 
aus der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen hinreichend bekannt 
sind. 

Als Beispiel der Construction der Gleich. (I) aus einer gegebenen Reihe 
moge das folgende dienen. Aus der Gauss’schen Reihe F(a, 8, y, x) leite man 
eine erhebt andere ab indem man jeden Coefficienten von 2°, a, 2,.... zum 
Quadrat erhebt. So entsteht die Reihe 


_ a. | a&(a+1).(8+ 1) — 
® (a, B, Y: x) =1+ 2 2+ PP (r + 1p "i ae + in inf. 





Man soll die Differentialgleichung aufstellen, welche die Function ® (a, @, y, x) 
identisch befriedigt. Die Relation (1) heisst in diesem Falle 


nv (y+n— 1)’9, —(a+n—1)(8+n—1)9,_1= 0. 
Ks ist also 
Gy (x) = (y — 1)'n? + 2(y — 1)? + ne, 
— G, (n—1)= [48 + (4 + B)(m— 1) + (rn — 1)?’ 
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Folglich wird 


AG, (n) = 7 + 2y(y +1)n + b6yn? + 4n’, 

— AG, (n—1)=(a4+-8+1)(2a8 +a+8+1)+2[(a+8)+3 (a+ 8)+2a8+2](n—1) 

+ 6(a+ 6+ 1)(n—1?+4(n— 1), 

A’G, (n) = 2y (y + 4) 4 412(y +1)n4+12n’, 
APG, (n) = 12 (y + 2) + 24n, 
A‘G, (n) = 24, 

— A’G, (n—1)= 2[(a + BP +6(a +8) a aera 12(n—1)’, 
—A’G,(n— 1) = 12(a+ 6 + 8) + 24(n — 1), 

— A’G, (n — 1) = 24. 


Die Differentialgleich. (1) erhalt also die Form 


i! P 
(1—a)a®. 92+ 2[y + 2-4 8+3)a]a*. oF 
2 


+iyvt+4)+2—[a+ Blt 6(o+ 6) +7]ap2.59 
+ [YP —(@+8 +1)(208 ta+641)2].2—a6.y=0. (0) 


Fiir das Schema der Verzweigungsindices findet man : 





g 1 pad 
| oe , 0 ; a 
4 0 , 1 ; a ¢ 
| Fame, 2 ’ B 
Lac. ee ae 


Die Punkte x = 0 und x= 1 sind also in der That Verzweigungspunkte fiir die 
Integralfunction von Gleich. (I’). Das vollstaindige Integralsystem der Differen- 
tialgleichung (I’) hat in der Umgebung des Punktes a = 0 die Form 


Yu =P (a, B, y, x) 

Yn = Yyu-lgx +P, (x), a 

Yn =a. P(a—y+1, B—yt+1,2—y, 2), ii dint 
Yn = Yn- Iga + P, (x), 


Weniger einfach sind die zu den Punkten x = 1 und x= © gehorigen Integrale. 
29 
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3. 
In der Gleich. (2), welche die Grésse C, bestimmt setze man fiir 
8 3s 


(y) — A’ G; (0) 
Yo = 2G, (0) 


ihre Werthe ein, nemlich 





dann geht dieselbe iiber in 


0 = APG, (0) + A°G,_, (0). G+ A?G,_, (0). R+.. 
| + AG, (0) Cr“? + APG, (0). Cz. (2a) 


Die Gréssen £,, &,....&,....&, in Gleich. (3) sind also geradezu die Wurzeln 
der Gleich. (3). Die Reihe 


Y= Jt+n(e«—a) + g(e—a)?+....+4 in inf. 


convergirt also unbedingt innerhalb eines Kreises, dessen Mittelpunkt der Punkt 
«x = a ist und dessen Peripherie durch den niichsten Nullpunkt der Function 


A? G, (0) + A’G, (0)(a@—a) +.... + A’G, (w—a)’ 
hindurchgeht. 

Hiermit ist der Existenz bereich der Integrale homogener regulirer lineirer 
Differentialgleichungen fest gestellt (cf. die bekannte Abh. des Herrn Fuchs in 
Journ. f. Math., t. 66, und die Arbeit des Herrn Frobenius, Ueber die Integra- 
tion der lineiiren Differentialgleichungen durch Reihen, ib. t. 76). 

Will man nach den vorstehenden Principien das Verhalten der Reihen- 
entwicklungen auf den Convergenzkreisen und insbesondere in den Verzwei- 
gungspunkten ableiten, so hat man nur den Coefficienten C, aus der Gleich. (1b) 
zu berechnen und dann unmittelbar das Gauss-Weierstrass’sche Convergenz- 
theorem anzuwenden, Herr Thomé hat diese Untersuchung mit Anwendung der 
Fourier’schen Reihen gefiihrt (Journ. f. Math, t. _ ). 


EINBECK, 4 August, 1888. 














Uber die Reduction von Integralen transcendenter 
Functionen. 


Von Leo KOENIGSBERGER. 





Bekanntlich hat Abel in dem zweiten Kapitel seines unvollendet gebliebenen 
‘précis d’une théorie des fonctions elliptiques” Untersuchungen iiber die Form 
angestellt, welche das Integral eines algebraischen Differentials annehmen 
muss, wenn man dasselbe durch algebraische, logarithmische und elliptische 
Transcendenten ausdriickbar voraussetzt, und eine Reihe von Siitzen iiber die 
nothwendige rationale Ausfithrbarkeit solcher Transformationen aufgestellt, 
welche seitdem Fundamentalsiitze der Integralrechnung geworden sind und 
spiter Liouville, Tchebichef, Weierstrass, Clebsch u. A. die Méglichkeit boten, 
auf Grund dieser festen Formen die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen fiir die wirkliche Reduction héherer Integralgattungen auf niedere 
aufzustellen. Hine Reihe von Untersuchungen aus dem Gebiete der algebraischen 
Differentialgleichungen haben es jetzt erméglicht, diese Untersuchungen von der 
speciellen Klasse der Integrale algebraischer Functionen oder der Abel’schen 
Integrale auf Integrale beliebiger Transcendenten auszudehnen, und ich erlaube 
mir im Folgenden, nachdem ich bereits in friiheren Arbeiten Andeutungen iiber 
die Méglichkeit der Ausdehnung gegeben, diese Probleme, welche zugleich 
Erganzungen zu denjenigen Kapiteln der Integralrechnung liefern sollen, welche 
von den ausfiihrbaren Integralen handeln, an dieser Stelle mit Entwicklung der 
nothwendigen Siatze aus der Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 
weiter zu verfolgen. 

Sei i =f (x, Y; y' 484 rr"), (1) 


worin f eine algebraische Function bedeutet, oder in anderer Form, 


yy + F(x, y, yf, oe. yr) ye EBay, yy ey) =0 = (2) 
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eine algebraische Differentialgleichung m** Ordnung, und y, ein Integral derselben, 


so soll die Quadratur S nde = (3) 


ee algebraisch ausfiihrbare genannt werden, wenn 

,_— / / / 

ty Pm, Yay Yas ee YI s Yor Yor oe © YEs Yor YBr oe Yr eee) (A) 
ist, worin F eine algebraische Function der eingeschlossenen Gréssen, y1, Y2; Ys 


Integrale der Differentialgleichung (1) bedeuten, oder wenn 2 eine Lésung der 
Gleichung 


/ _ 
Phe She ei Hi, TE teats ++ RP 0c OP ss 


+A, (2%; Yas Yi» “age, Yr Ys; sxe al . «ee (5) 
ist, in welcher f,, fo, .... J, rationale Functionen der in den Klammern enthaltenen 


Gréssen darstellen, und die Gleichung (5) offenbar als eine mit Adjungirung von 
L, Yr» Yo, Yg,-... und deren Ableitungen algebraisch irreductible angenommen 
werden darf. 

Ist y, eine algebraische Function von z, so soll sie als die Lésung einer 
algebraischen Differentialgleichung O'" Ordnung aufgefasst werden. 

Zur Auffindung des Grades w der Gleichung (5) werde zunichst bemerkt, 
dass die Differentiation von (2) 


(ny + (9 — 1) Fy +... Bayt 


" Ok, ay OF, a 
ge Het Bead yg). 

OF, an.  .. 
+(5 + ayy t+ teeny) =0 


also y+” als rationale Function von a, y, y’,....y liefert, und dass somit 
nach Gleichung (5) durch Differentiation 


(wet? + (u— fet P+. tA)? 











_Vh . WH a a — 
Hea + atin t emt? + Shab te + gi AP. .+) 
of, of, / enn 
tive (GE+ Sent...) =0 
oder 
Z= 


Pi s Yas Yay o-Yhs Yor Yoo Yes) ANA A Pu (Es Yrs Wis = 0s Yor Yor W")s «+ (6) 





uti + (u— 1 fr ert+..+f/-1 
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folgt. Setzt man fiir z das durch (3) definirte Integral z, der Differentialgleichung 
(5), so kann man die in z, rationale Function 





dz} + Poa” + eee + P,. (7) 
ee (ae Lf es hn 


24 


Wenn 2%, 23,....% die iibrigen u—1 Lésungen der Gleichung (5) bedeuten, 
durch Multiplication des Bruches mit dem Werthe des Nenners fiir diese anderen 
Lésungen in die Form bringen 


(gut tguet P+. +o, )(wet t+ (W-I AS OH. HAA). 
(w+ (u—I) fet 4. thea), (8) 


= (uet + (u—1) fat +... FA) (uh + (uA. Bf a)ee ee’ 
(ua +-(u—1) far +... +S) 





da nun der Nenner WN eine ganze symmetrische Function von 2, %,....2, ist, sich 
also rational und ganz durch die Coefficienten der Gleichung (5) ausdriicken lisst, 
ferner im Zahler das Product der ~— 1 letzten Factoren eine ganze symmet- 
rische Function von %, %,....2, also der Lésungen der aus (5) durch Division 


z erhaltenen Gleichung 





mit z 
eT (fita) ert (At hata eo ie+.... + (Aaithiwat--.. $a )y=0 


und sich somit ebenfalls wieder als ganze Function von 4%, f,, f,....f, dar- 
stellen lisst, so witd der gesammte Ziahler die Form haben 


Z=Lagt LA tt....¢£,, 


worin Jy, £,,... LZ, rationale Functionen von a, y, yz,... und deren Ableit- 
ungen sind oder auch, da vermége der Gleichung (5) die héheren Potenzen von 
z, als die «— 1 in gleichartiger Weise linear durch die niederen Potenzen 


ausgedriickt werden kénnen, 
Z= Mgt + Mest +... + Me 
und somit, da der Nenner N des Bruches (7) den Charakter der Gréssen J/ hatte, 
ge Pe + Pitt... +P: (9) 


worin P,, Pi,....P,—; rationale Functionen von x, y,, y%,.... und deren 
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Ableitungen bis zur m**? Ordnung hin bedeuten. Da aber vermége der Gleichung 
(3) 21 = y, sein soll, also aus (8) 


Poi + Pigg +... t+ Push (10) 


folgt, so muss, weil die Gleichung (5) als eine mit Adjungirung von a, y, y.... 
und deren Ableitungen bis zur m*” Ordnung hin algebraisch irreductible voraus- 


gesetzt war, 
Py, P,=0,....P,,=0, Pwi=h (11) 


sein und somit, da zur Ueberfithrung des Ausdruckes (6) in (9) z eine willkihr- 
liche Lésung der Gleichung (5) sein durfte d. h. die Werthe P,, P,,.... P,_, fiir 
jede andere Lésung dieselben bleiben, so wird sich aus (9) vermége der gefund- 
enen Beziehungen (11) fiir jedes dera= 1, 2, 3,....u 


2, = y, oder J yde an, (12) 


ergeben. Nun kénnen sich aber die Werthe derselben Quadratur nur um Con- 
stanten unterscheiden, und es folgte daher 


are (13 


da jedoch das Zusammenbestehen der aus (5) sich ergebenden Gleichungen 


Attra +A OI +...-+Amtfh=0, 
(+6. +A +2)" +A te)? +...-thalate) +s, =0 


durch Subtraction die Beziehung 
u—l 
uct * + Ges tie 1)f) e+... $6 f,-1=0 


liefert, welche, weil die Gleichung (5) als irreductibel vorausgesetzt war und die 
eben erhaltene Gleichung mit jener gleichartig ist, eine identische sein muss, also 
C, = 0 liefert, dies jedoch nach (13) zwei gleiche Lésungen von (5) voraussetzen 
wiirde, was wiederum mit der Annahme der Irreductibilitit nicht vertraglich ist 
so folgt, dass die Gleichung (5) iiberhaupt nur eine Lésung haben darf, also linear 
sein muss und somit z eine rationale Function von x, y, y,.... und deren 
Ableitungen ist. 
Wir erhalten daher den folgenden Satz : 


Wenn die Quadratur f yydx, 
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wortn y, en Integral einer algebraischen Differentialgleichung m‘” Ordnung bedeutet, 
algebraisch ausfiihrbar ist, so lisst sich der Werth derselben stets als RATIONALE Func- 
tion von x, particuliiren Integralen der Differentialgleichung und deren Ableitungen 
bis einschliesslich zur m*” Ordnung hin darstellen. 

Bemerkt man noch, dass jede rationale Function von y{” sich wieder aus 
den vorherangegebenen Griinden vermige der Gleichung (2) als ganze Function 
n — 1%" Grades von y\” in der Form darstellen lisst 


1 


tq / / f —1 r, ( a 
ms Ws Kir Bie OO a st I DE 
a at (m—1 yim) p* 
+o (ei Ms he ew. 
/ 5 —l1 
+ a(t, Mis Bee <3 OO, ha 3 ss sc 


dass wiederum jedes der w sich wieder in eine ganze Function von y{” umwan- 
deln lisst, u. s. w., so folgt 

dass der die Quadratur darstellende, in den Integralen und deren Ableitungen 
bis zur m*" Ordnung hin rationale Ausdruck sich in eine in den m'*” Ableitungen 
der Integrale ganze Function n— 1°" Grades fiir jedes derselben umsetzen lisst, 
deren Coefficienten rationale Functionen von x, den Integralen der Differential- 
gleichung und deren Ableitungen bis zur m — 1°" Ordnung hin sind. 

Bevor wir nun weitere Higenschaften solcher algebraisch ausfiihrbarer Quad- 
raturen untersuchen, wollen wir eine Hiilfuntersuchung vorausschicken, welche 
sich auf die Form der algebraischen Beziehungen erstreckt, die zwischen den 
Integralen einer algebraischen Differentialgleichung unter deren Ableitungen 
stattfinden kann. 

Machen wir die Annahme, dass z. B. zwischen drei Integralen und deren 
Ableitungen fiir die Differentialgleichung (1) oder (2) eine algebraische 
Beziehung 


a (m—l1) 


Q(z, Yr» His - ~~ - YPm”, Yar Yor + - Ws Yas Be ~~ ys") =0 (14) 


statt hat, so mag die héchste in (14) vorkommende Ableitung von y; die m — a‘ 
sein, so dass (14) in die Form gesetzt werden kann 


(m—1 


ysn—*) an J, a 


(m—1) 


ire he fas eer, 6 


woraus mit Hilfe von (1) durch Differentiation 
’ —a+l) — i ‘m—1 (m—1) 
ys 2 FY = f\(e, Yar YIP, Yar WW 


apm) cae m=] >, (m—1) 
ys =fi(e, Hi, ---- Vf " Yorree es Ye 


ie on 5 an ss 
[ier (16) 
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und durch Zusammenstellung mit (1) 
SF (@s Yo Yar eee YS) Ha (Yay ee Ys Yor oe Yrs Yor ve Ys") (17) 


folgt, welche durch Einsetzen der in den Gleichungen (15) und (16) erhaltenen 
Werthe von 


al — wil 
ys” ) yi" a+ ), eee ys" ) 


in die linke Seite derselben in 

ites, .- 5 ee. > Pa POP ee (18) 
iibergehen mag. Wiirden aus dieser Gleichung die Gréssen y;, yj, .... yf"—*—» 
simmtlich herausfallen, so wirde (18) eine algebraische Beziehung nur zwischen 
41, Y, und deren Ableitungen feststellen—ein Fall, auf den wir das Problem 
ganz allgemein fiihren wollen und nachher behandeln—ist dies jedoch nicht der 
Fall, so mag die héchste in (18) vorkommende Ableitung von y; die m— 6" 
sein, wo 0 >a, so dass 


Sar E im... tie ons GEO ae. Br 


wird und durch Differentiation mit Hilfe von (1) wiederum 


Ys PFD SB (ay Yar Yes Yarn Yrs Yar en Yor PM), oo 
Yar Hg Bs Yar Ys Yarn Yrs Yor ees Ys"), (20) 
woraus durch Zusammenstellung mit (15) und Benutzung der Werthe (19) und 


(20) sich 
Q, (x, N) a or, Ya: nie aoa >, ¥3 5 2 tii — 0 (21) 


ergiebt. Ware diese Gleichung nun nicht eine in y; und dessen Ableitungen 
identische, so wiirde man wieder, wenn die niedrigste Ableitung von y, in dieser 
Gleichung die m — y*° ist, wo y > ist, 

ys"? = ®, (x, ee yin—, a gir®, iad sti iia (22) 
bilden, daraus wiederum mit Hilfe von (1) 


—y+) — (m—1 = — 
errr ee, (rth, - + << ty os as OO) 


ys" PS Dyig (sy Yay ee Ys Yor oe YR Yor os  YSP-7-”) (23) 

und durch Zusammenstellung mit (19) mit Benutzung von (22) und (23) 
Relea, .»> <0 es >< gl aes > ee, (24) 

und so kénnte man fortfahren, bis man, da a G<y<....ist, schliesslich auf 
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eine von y; und dessen Ableitungen freie algebraische Beziehung zwischen 9, ¥, 
und dessen Ableitungen 


elt, ti, 0. FO, ty oo os PPM) SO, (25) 


gefiihrt wird; wir nehmen an, dass die durch (24) dargestellte Beziehung bereits 


die Beziehung (25) war. 
Sei nun die in (25) vorkommende niedrigste Ableitung von y, die m —a*, 


so dass sich 
9? sahil, Gy "Bie eo) (26) 


ergiebt und daraus 


—a+1) — iy, ~a~) 
SO wh i, ti x 6 EO, Big ee Gs oes 
on onl gl] 
yg” anh (8, tes sees OO, te co GO, (27) 


so folgt durch Zusammenstellung mit (1) 
Fy Yor Ybr oo YP?) Sa (Hs Yay oo WOOP Yar o  YfPA-D) (28) 
oder durch Hinsetzen der in den Gleichungen (26) und (27) erhaltenen Werthe 
ay (0, Hh, 30 ge; (29) 


enthalt diese Gleichung noch Ableitungen von y, und ist die niedrigste die 
m —b®, wo b>a, so setze man 


oo ee ; ; = —b—1 
ie Ce aie OS ake) | (30) 
woraus wiederumn 
stiiebion = oat —b—1)' 
Serre, Ce, is A, ee 5 css 
= a nay ; ay ‘ —b—1 
ys" o = Xo—a (a, Yiyeeee yy ’, Yas oe +s Ys ’) (31) 


und durch Zusammenstellung mit (26) und Benutzung von (30) und (31) 
Oy l@, Bas os 60 FEO, ay ss ee OP oe (32) 


folgt; fahrt man wiederum genau so fort wie oben, so wird man endlich zu einer 
algebraischen Beziehung 

O(@, hy Wy +++ Yi") = 0 (33) 
kommen miissen, welche nur noch y, und dessen Ableitungen enthalt, und wir 
nehmen an, dass (32) schon diese Beziehung (33) sei, was ja ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit der Untersuchung geschehen darf. Wir wollen nun sehen, was 
aus diesen successiven algebraischen Transformationen gefolgert werden kann. 

30 
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Bisher war tiber den Charakter der algebraischen Differentialgleichung (1) 
und der ihr angehdrigen Integrale y,, y, y;,....noch gar keine Festsetzung 
getroffen worden. Nehmen wir zuerst an, dass y, ein Integral sei, welches nicht 
schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung als der m‘” 
gentigt, so wird die Gleichung (33) eine identische sein, ihr also auch jedes Inte- 
gral der Differentialgleichung (1) geniigen miissen; machen wir jedoch diese 
Annahme nicht, so wird eine algebraische Differentialgleichung niedrigster Ord- 
nung existiren, von welcher y, ein Integral ist und welche die Form haben mége 


oberg Ys -- 99 +. bas Hyg SO, (84) 


worin A<m—1 und gy, q@,....g, rationale Functionen der eingeschlossenen 
Gréssen sind. Diese Gleichung kann nun als algebraische Gleichung in y aufge- 
fasst mit Adjungirung der Groéssen a, y, 7’,.... y—” irreductibel oder reduc- 
tibel sein, und im letzteren Falle mag der algebraisch irreductible Factor 


yb My (es Yr Yr eee YP —PYY vee AM (Hs Ys Yes. 9) = 0 (85) 


das Integral y, zur Lésung haben, so dass die Differentialgleichung (35) und 
die Differentialgleichung (33), welche wir in der Form 


9" -tleryey,.... 9g... Fee, S0 C6) 


darstellen wollen, worin n«<m—1 und k,, k&,....k, rationale Functionen der 
eingeschlossenen Grdéssen sind, eine Lisung y, gemeinsam haben. Ist nun A>u, 
so wird, da y, keiner Diiferentialgleichung niederer Ordnung als der 4‘ geniigen 
sollte, die Differentialgleichung (36) oder (33) identisch sein also auch von jedem 
Integral von (35) befriedigt werden miissen; ist A=, so wird, weil (35) ein 
algebraisch in Bezug auf y” irreductibler Factor war, o >¢ sein miissen, und da 


dann identisch 


yb hy +b hy 
= (yO? by a BAY PH hyer OF FL) EBD 
— myer oe ney” f....$7,-4 


ist, so folgt, weil fiir y= y, die linken Seiten von (35) und (36) verschwinden, 


dass auch 
p—1 p—2 
nV y +. ny ee + ny == @ (38) 
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ist; da aber die Gleichung (35) eine in y algebraisch irreductible ist, so kann 
auch nicht eben diese Gleichung fiir y = y, also 


AP IW gs Whe APP) oe blips tas Ys ee YP-P) =O (88) 


in Bezug auf y{? mit Adjungirung von w, y, y{,..-.y{*” algebraisch reduc- 


tibel sein; denn wire dies der Fall, so wiirde die Differentialgleichung 


yb g(a, os Yr YP) YP Ho (es ys Ys. ---y°)=O (40) 


mit der Differentialgleichung (35) das Integral y, gemein haben, und die Elimi- 
nation von y® zwischen den Gleichungen (35) und (40) eine algebraische 


*—) liefern, welche y, zum Integral hat, was 


Gleichung in «a, y,7/,....y' 
nach der oben gemachten Annahme, dass y, nicht einer Differentialgleichung 
niederer Ordnung als der A" geniigen sollte, widerspriche—nur dann 
wiirden wir das Eliminationsresultat nicht herleiten kénnen, wenn (40) 
ein Factor von (35) wire, was aber auch nicht angeht, weil von (35) angenom- 
men wurde, dass es in Bezug auf y” algebraisch irreductibel sei, also muss in 
allen Fallen auch (39) in Bezug auf y{ algebraisch irreductibel und daher 
ny? = nP =... .n?.,= 0; danun endlich n,, n,,....,—; Differentialausdriicke 
a— 1" Ordnung sind, y, aber nicht ein Integral einer Differentialgleichung 
n — 1? Ordnung sein sollte, so wird n, =n, =....=n,_, identisch ver- 
schwinden miissen, woraus dann nach (37) sich ergeben wiirde, dass jedes Inte- 
gral von (35) auch der Gleichung (36) angehoért. Ist endlich A< uw, so folgt aus 
(35) durch Differentiation, wie leicht zu sehen, 


Coy” + hy(p —1) e+ sooo ths] YyOFD 4 pyre + Al=x0, 
[ey Aa(p—A ye hy a Py FPF OA, Ys y's «+ Y) = 05h (41) 


peta rnd iene a ie ¢ € €@ & © © & 6@ &@ &@ @ 42°64 © @ € 8 @ 6 2) 8 4 4 BC 6 a4 eo ea @ Ss 
[py In(p—1) PPh. «bhp a+ D, aC ys Yr ) = 0) 


worin Q,, Q3,....0,_, ganze Functionen von y”, deren Grad vermége der 
Gleichung (35) auf den p — 1°” reducirt werden kann und deren Coefficienten 
rationale Functionen von z, y, y’,....y°7 sind. 

Da nun die Gleichung (36) als ganze Function von y™, y@F”, y@*?, 2... y 
dargestellt werden kann, so wird man dieselbe mit einer so hohen Potenz des 
Factors eyo +h, (@— Hel +... + h,_,; multipliciren kénnen, dass in 
der resultirenden Gleichung nur ganze Potenzen der linken Seiten der Gleich- 
ungen (41) vorkommen und es wird somit, da die Q ganze Functionen von y® 
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sind und die Potenzen von y®, welche héher als die p —1* sind, vermége der 
Gleichung (35) durch ganze Functionen niederen Grades ersetzt werden kénnen 
und zwar fiir jedes Integral der Gleichung (35), 
[py + Ba (p— 1) 9 PO. FAG Ot by +. + ,) 
=(%,y,¥,--+-y%”) yor HA(@, YY, ++e yond) yor ae) 
+... tues..." 
sein, worin JM eine positive ganze Zahl, und t, 4,....¢,_, rationale Functionen 
der eingeklammerten Gréssen bedeuten. Da nun y, ein Integral der Differential- 
gleichung (36) ist und keine der Grossen h,,....A,_, fiir y=y, unendlich 
werden kann, weil dann der Nenner dieser in a, y, y’,..-..y“—” rationalen 
Function verschwinden und somit y, ein Integral einer Differentialgleichung von 
niederer Ordnung als der 4‘°" wire gegen die Voraussetzung, so wird fiir y = y, 
die linke Seite der Gleichung (42), also auch die rechte verschwinden, und daher 
wegen der angenommenen algebraischen I[rreductibilitét der Gleichung (35) in 
Bezug auf y™ also auch, wie oben gezeigt worden, in Bezug auf y{, 


by (2, Yay Yir eee YO) =H0, hue My Yy--- YX”) =O, 


und daher wiederum, weil y, nicht algebraischen Differentialgleichungen 4 — 1‘ 


Ordnung geniigen sollte, 
AO SS eee elie eee ee ce 


identisch Null und somit 

[oy "+ hy (p—1) y+. ee bh (y+ Iny” + -2++ k,)=0 (48) 
fiir alle Integrale der Differentialgleichung (35). Es ergiebt sich somit, dass 
simmtliche Integrale der Differentialgleichung (35), welche nicht zugleich der 


Differentialgleichung 
py hy (p — 1) yor Py ee ae 


geniigen,* auch der Differentialgleichung (36) Geniige leisten miissen ; nennt man 








* Nennt man eine algebraische Differentialgleichung eine irreductible, die in Bezug auf den héchsten 
Differentialquotienten mit Adjungirung aller niederen Differentialquotienten algebraisch irreductibel 
ist und welche die Eigenschaft hat, dass keines ihrer Integrale einer algebraischen Differentialgleichung 
niederer Ordnung geniigt, so wird, wenn die vorgelegte Differentialgleichung (1) also auch (84) irre- 
ductibel ist, die Differentialgleichung (44) durch keines der Integrale von (1) befriedigt werden kénnen, 
und es werden somit aile Integrale von (1) der Gleichung (33) Geniige leisten. 
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alle Integrale der Differentialgleichung (35), welche zugleich den nach y™ 
genommenen Differentialausdruck (44) zu Null machen, also alle Integrale von 
(35), welche zugleich der Discriminante 42 — 1*** Ordnung der Differentialgleich- 


ung (35) 





1 h, hy techy 0 0 ae 
0 1 hy ee <€ R... h, 0 ee 0 
0 0 0 ae : hp 
= 0, 
(p— 1) hy hoy 0 0 
0 p (p—1)h h,, 0 0 
0 0 0 p (p — 1) hy h,_y | 





welche von der 4 — 1'*" Ordnung ist, befriedigen, singulire, so finden wir also in 
allen Fallen 2S «, 

dass siimmtliche Integrale der Differentialgleichung (35), von den singuliiren 
abgeschen, auch der Differentialgleichung (36) oder (33) Geniige leisten. 

Da aber die gegebene Differentialgleichung (1) ebenfalls das Integral y, 
besitzt, also den Charakter der Gleichung (33) hat, so wird aus demselben 
Grunde jedes Integral von (35), von den singuliren abgesehen, auch ein Integral 
der Differentialgleichung (1) sein, und bezeichnet man nun mit 7, irgend ein nicht 
singulires Integral der Differentialgleichung (35), welche als die in Bezug auf 
den héchsten Differentialquotienten algebraisch irreductible Differentialgleichung 
niedrigster Ordnung definirt wurde, welche y, als Integral besitzt, wobei 7,, wie 
eben gezeigt worden, auch ein Integral der gegebenen Differentialgleichung (1) 
sein wird, und bestimmt man eine Function x, durch Integration der der Gleichung 
(30) oder (29) entsprechenden Differentialgleichung 


nie) == gears My s+ Pm, ey 4), (45) 


so werden 7{"—°+”, .,. . n{"—® durch die entsprechenden Gleichungen (31) dar- 
gestellt sein, und da die Gleichung (33) oder (32) nichts anderes war als die 
Gleichheit der rechten Seiten der letzten Gleichung (31) und der Gleichung (26), 
so wird also auch (26) entsprechend die Beziehung gelten 


_—"" — bo (x, Niperss a, max «44s -— ery) (46) 
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da aber aus dieser wiederum die analogen Gleichungen (27) folgen und somit 
auch, weil (30) erfillt ist, (28) fiir 7, 7, bestehen muss, aber 


1”) = Va, mr ++ nN", me, oo ny —2=?) (47) 
ist, SO muss auch 
ny” =f (%, Mm, +++. 1h") (48) 


also 7, ein Integral der Differentialgleichung (1) sein und zwar ein zu dem will- 
kithrlich gewihlten Integral y, insofern bestimmt zugehérig als es ein Integral 
der Differentialgleichung (34) sein muss. 

Da nun die Gleichungen (26), also auch (25), worin (24) iibergehen sollte, 
durch y, und x, befriedigt werden, so wird, wenn man eine Function 7, als ein 
Integral der der Gleichung (22) entsprechenden Differentialgleichung 


oe m—l1 —1 P —y-l1 
13"—? = Qo (@, My ee MWY, May ee MY, Mg ve ee "7 Y) (49) 
bestimmt, auch (23) und somit die der Gleichung (19) entsprechende 
ice | F =a | n,(m—B—I1 
13" = Fy(x, m, er. ¢ ‘ NQ, 226 a / 13 vee 13 , ‘. (50) 


befriedigt sein ; da aber danach auch den Gleichungen (20) Geniige geschieht und 
die letzte der Gleichungen (20) mit (15) zusammengestellt die Gleichung (22), 
fiir unseren Fall also (38) liefert, so muss auch (15) entsprechend die Beziehung 


(m—a) — . (m—1) (m—1) (m—a—1) 
ny” = fo(@, my 22 NYY, Nay oe MY, Ng, oo NS ) (51) 


bestehen. Da endlich aus (15) die Gleichungen (16) hervorgehen und die 
Gleichung (17), welche nichts anderes als (18) oder (19), also in unserem Falle 
(39) ist, erfillt ist, so folgt 


ny) =f (@, 13, 13, +++ + 7§"~), (52) 
d. h. auch yz, ist ein Integral unserer Differentialgleichung (1); nun ist aber die 


Beziehung (40) der Gleichung (15) analog nichts anderes als die der Gleichung 
(14) entsprechende Beziehung 


(m—1 m—] 
Oe ee i ee ake ee =, (53) 


in welcher y, ein willkihrliches Integral der Differentialgleichung (35) und 
somit auch ein Integral der Differentialgleichung (1), 7, und x, die Gleichungen 
(34) und (38) befriedigende Integrale derselben Differentialgleichung (1) bedeuten. 
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Wir erhalten somit den nachfolgenden Satz : 

Besteht zwischen Integralen und deren Ableitungen fiir eine algebraische Differen- 
tialgleichung beliebiger Ordnung eine algebraische Beziehung, so bleibt diese erhalten, 
wenn statt eines dieser Integrale jedes andere dieser Differentialgleichung gesetzt wird, 
welches ein beliebiges nicht singuldres Integral der in Bezug auf den hichsten Differ- 
entialquotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung niedrigster Ordnung 
ist, welcher genes Integral Geniige leistet, wihrend fiir die anderen in der Beziehung 
vorkommenden Integrale der Differentialgleichung (1) bestimmte andere zu substi- 
tuiren sind. 

Nehmen wir nun an, die gegebene Differentialgleichung (1) sei selbst in 
Bezug auf die héchste Ableitung algebraisch irreductibel und eines der in der 
gegebenen algebraischen Relation zwischen den Integralen und deren Ableitungen 
vorkommenden Integrale geniige keiner Differentialgleichung niederer Ordnung, 
so wird der Satz gelten, 

dass unter dieser fiir die Differentialgleichung (1) gemachten Annahme dieses 
eme Integral durch ein willkiihrliches nicht singuliires Integral der Differential- 
gleichung (1) ersetzt werden darf, wenn nur fiir die anderen in der algebraischen 
Beziechung vorkommenden Integrale passende Integrale eben dieser Differential- 
gleichung substituirt werden. 

Nach Feststellung dieser Siitze gehe ich wieder zur Untersuchung der alge- 
braisch ausfiihrbaren Quadraturen iiber, von denen wir bewiesen hatten, dass 
dieselben sich in die Form 


finde = Fe, Hi, His o «33 OY, ie hs EE i Hh Qs) 1 


setzen lassen, wenn 7, %/, Y3, ----+ Integrale der Differentialgleichung m‘* Ord- 
nung (1) und F eine ganze Function von y\”, y$”, yf”, .... darstellt, deren 
Coefficienten rationale Functionen von a, 7, yo, Yz,-+--- und den Ableitungen 
dieser Gréssen bis zur m— 1%" Ordnung hin sind. Da nun die Differentiation 
von (54) zwischen Integralen der Differentialgleichung (1) und deren Ableitungen 
die algebraische Beziehung 

_ a. a , oF 5) 


OF m OF m <4 
ee a he yet + By U2 eH ayo ot aie a TTL 


liefert, diese aber nach dem vorher erhaltenen Satze bestehen bleibt, wenn statt 
y; ein jedes nicht singulire Integral vy, der Differentialgleichung (35) also auch von 
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(1) gesetzt wird, wihrend y,, ys,.... durch passende Integrale 7), 73, .... der 
Differentialgleichung (1) zu ersetzen sind, so folgt also 


oF , OF OF | F F 
al tad On, mt. om tae 5 oa Wyte +t se ntti... (56) 


oder 
_ / ( / / 
[nde = F (2, thitis .«« 2 aol, «+. RP ah ne OP co TA 





und es ergiebt sich somit der Satz: 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung 
m‘*" Ordnung algebraisch ausfihrbar ist, so ist es auch die Quadratur eines jeden 
anderen Integrales eben dieser Differentialgleichung, welches ein beliebiges nicht sin- 
gulires Integral der in Bezug auf den héchsten Differentialquotienten algebraisch 
irreductibeln Differentialgleichung niedrigster Ordnung ist, welcher jenes Integral 
Geniige leistet, und zwar in Form DERSELBEN ganzen Function der m*” Ableitungen 
von Integralen der gegebenen Differentialgleichung m‘” Ordnung mit Coefficienten, 
welche rationale Functionen der unabhdngigen Variabeln, der vorkommenden Integrale 
und deren Ableitungen bis zur m — 1%" Ordnung hin sind. 

Ist die gegebene Differentialgleichung m‘* Ordnung wieder selbst in Bezug 
auf die héchste Ableitung irreductibel, und geniigt das die Basis der algebraisch 
ausfiihrbaren Quadratur bildende Integral nicht schon einer algebraischen Differ- 
entialgleichung niederer Ordnung, so folgt 

dass die rationale Form der algebraisch ausfiihrbaren Quadratur erhalten 
bleibt, wenn die Basis derselben durch ein BELIEBIGES nicht singulires Integral der 
Differentialgleichung ersetzt wird, wihrend fiir die anderen in der rationalen Func- 
tion F vorkommenden Integrale dieser Differentialgleichung passende Integrale sub- 
stituirt werden. 

Betrachten wir den speciellen Fall, dass die algebraisch ausfiihrbare Quad- 
ratur nur die Basis der Quadratur und deren Ableitungen enthilt, so dass 


fade = (2, M1, Yi, ---- Yi") (58) 


ist, worin @, eine algebraische Function und 1 <a < 1m ist, so wird, weil 


Oy ot ee ans gts) (59) 
1 


he 7 On Yi 9 ay 1 


ist, y, Jedenfalls auch schon einer algebraischen Differentialgleichung m—«a + 1‘ 
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Ordnung geniigen, wenn also a > 1 ist, einer algebraischen Differentialgleichung 
von niederer Ordnung als der m*" und wir sehen somit, 

dass, wenn y, das Integral einer Differentialgleichung m‘” Ordnung ist, welches 
nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung Geniige leistet, 
ee algebraisch ausfiihrbare Quadratur nothwendig die m— 1% Ableitung der 
Basis enthalten muss. . 

Dasselbe gilt also fiir jede algebraisch ausfiihrbare Quadratur irgend eines 
Integrales einer irreductibeln Differentialgleichung. 

Soll die Quadratur irgend einer transcendenten Function y, sich algebraisch 
durch eben diese und deren Ableitungen ausdriicken lassen, so muss diese das Integral 
einer algebraischen Differentialgleichung sein, 

wie aus der Gleichung (58), die der Annahme nach stattfinden wiirde, her- 
vorgeht, und jedenfalls ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung 
m—a-+ 1% Ordnung. . 

Die Frage also, welche transcendente Functionen mit Hilfe eben dieser 
Transcendenten algebraisch ausfiihrbare Quadraturen besitzen, wiirde vermége 


J yd = F(a, y;) (60) 


also auf die Differentialgleichung erster Ordnung 


OF F n jn—l 
=a, * oy oder y"+ A(z, yy +.... thle y= (61) 


fiihren, vermége welcher wiederum nach den oben bewiesenen Siitzen die Gleich- 
ung (60) sich in 
ff ysden = a (@, 1) Hale, Pm)W+..-.- +o, (ze, m)yr~ (62) 


transformiren lassen miisste,* worin @), @,,....@, rationale Functionen der 
Gréssen x und y, sind; soll also y, das Integral einer Differentialgleichung sein, 
welches nicht schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung geniigt, soll also 





*Der von Abel bewiesene Satz, dass, wenn das Integral einer algebraischen Function selbst alge- 
braisch ist, der Werth desselben sich rational durch und die Basis der Quadratur darstellen lasse, 
folgt aus dem Obigen offenbar fiir den speciellen Fall der Differentialgleichung Oter Ordnung, so dass 
fiir eine algebraische Function y,; 
wird. |ydo=e. (x) oo, (2) yy 2 (Z) YF... . On (@) Ytm! 


31 
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z. B. y, das Integral einer irreductibeln Differentialgleichung sein, so muss die- 
selbe von der ersten Ordnung sein. 
Ist die Differentialgleichung 1%" Ordnung, von welcher y, ein Integral ist, 


von der Form yf =f (x,y); (63) 


worin / eine rationale Function bedeutet, so wird die Gleichung (62) in 
[pte = @ (x, 41) (64) 


iibergehen, worin @, wiederum rational ist, und wir werden daher den mit dem 
Abel’schen Satze fiir Integrale algebraischer Functionen, welcher in der Anmerk- 
ung angefiihrt wurde, gleichlautenden Satz erhalten : 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer Differentialgleichung erster Ordnung, 
welche die Ableitung als eine rationale Function der unabhingigen und abhiingigen 
Variabeln darstellt, algebraisch ausfihrbar ist, so lisst sich der Werth derselben 
stets als rationale Function des Integrales und der unabhiingigen Variabeln aus- 
driicken. 

Man sicht zugleich aus (64), dass man sich alle diese Differentialgleichungen 
erster Ordnung wirklich herstellen kann, indem man in 


omy + Sty =O (63) 
@, eine beliebige rationale Function von x und y bedeuten lisst. 

Will man nur die /inearen Differentialgleichungen erster Ordnung aufstellen, 
fiir welche die Quadratur eines Integrales algebraisch also nach dem Obigen 
auch rational durch dieses Integral ausdriickbar ist, so wird nach dem obigen 
Satze die Relation (64) bestehen bleiben, wenn man statt y, irgend ein anderes 


Integral der linearen Differentialgleichung 
y= yh («) +A (2) (66) 
welche singulire Integrale tiberhaupt nicht hat, also auch 


y= + ch, (67) 


worin ¢ eine willkiihrliche Constante bedeutet ; dann geht aber (64) iiber in 


KC of ool cies — @) (ar, th rs cel” («) i 
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oder vermoge (64) in 
@y (x, wa = @ (#, ¥1) + ¢ fOr de. (68) 


Da diese Gleichung fiir jedes c bestehen muss, so folgt aus der Differentiation 
nach dieser Grésse 
(x)a 
relay (a, Yy -— ool x rm a oth wat Ga aie 
fy a)dz 
(ys + oe!) 





also der Differentialquotient von w nach dem ganzen zweiten Argument genom- 
men von ¢ also auch vom zweiten Argumente selbst unabhingig und somit 


((%, 1) =Pini + Po, (69) 
worin P, und P, rationale Functionen von x sind; setzt man diesen Werth von 
@, In (68) ein, so folgt 

Pry tee) 4 r= Py t Prete frm de 


und somit der Werth von P, in der Form 
—ffi(a)dx f[* ff, (x)dzx 
Pime Sn fe dx, (70) 


welcher eine rationale Function von a sein muss, oder, was dasselbe ist, es muss 
die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


¥ +A(e)y=1 (71) 


ein rationales Integral und zwar P, haben. Da aber fiir den in (69) gefundenen 
Werth von wp sich aus (65) die Differentialbeziehung ergiebt 


Py + P3—yt Py =0 
Py t+ Pi—y + P.(yA (2) +A(@))=9, 
so muss, weil P, und P, rationale Functionen von a, und y nicht algebraisch sein 
sollte, Pi + P\A(«x)=1 und P3 = — Pf (x) (72) 


oder nach (66) 


sein, wovon die erste Gleichung die durch (71) ausgedriickte Bedingung liefert, 
wihrend die zweite aussagt, dass 


fact, (x) o lt eal Oe le = — P, 


eine rationale Function ist. 
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Sind aber umgekehrt 
ott a al P, und [Ph (x)de= — P, 


rationale Functionen, so folgt, dass, weil 
y= St (x) de fe Sr: aa aie 


ein Integral der Differentialgleichung (66) ist, durch partielle Integration 


J dee = f Shs (ede fe Sh; whe tate 
— [ [eros (a) fe Oda | de = Py, rs P,, 


und wir erhalten somit den folgenden Satz: 
Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung 
Y=A@y+h@) 
die Kigenschaft besitzt, dass die Quadratur iiber eines threr Integrale algebraisch 
durch eben dieses Integral ausdrickbar ist, sind die, dass 


oth (x) dx prada y _ P, und [Ps (a) dz= — P, 


rationale Functionen von x sind, und die Reductionsformel der Quadratur lautet dann 
J ydx = Pry + Pas 


es folgt zugleich aus (72), dass f,(x) und f,(x) rationale Functionen von x sein 


mMiussen. 
Will man solche Fille herleiten, so braucht man nur in der Differential- 


gleichung y +yfi(x)=1 


fir y irgend eine rationale Function von «x zu substituiren, so folgt f(a) als 


rationale Function, wihrend das substituirte y die Grésse P, darstellte und 
/ 

dann ist f, (x) so zu wihlen, dass P, wieder rational wird, oder /, (2) Some 

1 


so dass man fir P, eine willkihrliche rationale Function wahlen und so /, (a) 


bestimmen kann. 
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Wir wollen nun aber allgemein nach den nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fragen, unter denen die Quadratur iiber das Integral einer linearen 
Differentialgleichung m‘** Ordnung 


YO +A (x) YP + +In (w) Y =S (2); (75) 


in welcher f(x), fo: (x)...:fn(x), f(x) rationale Functionen von x bedeuten, 
wieder eine algebraische Function dieses Integrales selbst ist. 
Sei also y, das Integral der Differentialgleichung (75) und 


Jnde= F(x, ), (76) 


worin F eine algebraische Function bedeutet, so werden, wenn wir aus der Differ- 


entialgleichung _ OF | OF y (77) 


q — - 

I~ Ox 7 Oy 
den in 7’ algebraisch irreductibeln Factor absondern, welcher die transcendente 
Function y, zum Integral hat und welcher 

—1 " — 

y™ + oie Wy H+ Fn (e, y) = 0 (78) 
sein mége, worin ¢,, @,,.... , rationale Functionen bedeuten, nach dem oben 
bewiesenen Hiilfsatze, nach welchem, wenn eine im héchsten Differentialquo- 
tienten algebraisch irreductible Differentialgleichung ein Integral, das nicht 
schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung angehért, mit einer anderen 
Differentialgleichung gemein hat, jedes nicht singuliire Integral der ersteren 
auch ein Integral der letzteren sein muss, alle nicht singuliren Integrale von (78) 
auch Integrale der linearen Differentialgleichung (75) sein miissen. Da nun 
das allgemeine Integral von (75) die Form hat 


Y = EN + CaN + Se 9 + Cn%m + LD, 
wenn 7, %,++++%m ein Fundamentalsystem von Integralen der reducirten 


Differentialgleichung 


YP +f (ey? + ee +Sn (@) Y =O (80) 


ist, und 
Lanf Sf @)det mf 2S @det-..-+mf Se fede, (81) 


worin 





| al Ne Nm | ny “r-1 Nr +1 Nm 
! / De ackf / ! / 
ie aes Es (82) 
= em 
—! J - | _ - —2 —2 
mr) ne)... ne gn? ee mE? oe 
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ist, so muss auch das allgemeine Integral von (78), da es ein Integral von (75) 
sein muss, die Form haben 


y= Ry t+ Rag t...- + Ratin + £, (83) 
worin f,, R,,.... R,, Functionen einer willkithrlichen Constanten sein werden. 
Greifen wir m + 1 particulire Integrale von (78) heraus, so dass 

4, =Ryy, +R +.---- + Bintn +L, 
< Pyeng +- se + Rontm + L, (84) 


Yn+1 — Finagumt+ Fins 12% + orate ss | erm a L J 


wird, so wird die Determinante des linearen Systems (83) und (84) 


y , ee 1 
1 rer 1 
(D) . «sal 1 








Ym+1 Rn+n Runs ga Mitten 1 


sein miissen, und somit das allgemeine Integral der Differentialgleichung erster 
Ordnung (78) sich als homogene lineare Function von m + 1 particuliren Inte- 


gralen in der Form 
Soy + SY + SoYo + see + Sn 1Ymn41 =0 (85) 


ergeben ; ist die lineare Differentialgleichung (75) homogen, so wird Z=0 und 
somit das allgemeine Integral von (78) sich als homogene lineare Function von 
m particuliren Integralen ergeben. Nur dann wird diese Relation nicht existi- 
ren, wenn S), S,,....Sn41 simmtlich verschwinden wirden, und man kénnte 
dann andere m+ 1 particuliire Integrale wihlen, wodurch auch die von der 
Integrationsconstanten abhiingigen Werthe der F# also auch der S sich andern; 
aber es kénnte sein, dass die S Gréssen fiir eine beliebige Wahl der particuliren 
Integrale verschwinden und es fragt sich, was dies fiir die Gréssen y, ¥,, .- ++ Ym41 
aussagt. Stellt man in diesem Falle die ersten m-+ 1 Gleichungen zusammen 


Y aes Ryn + Reng + Stet + itn + re 
"1 = Ryn + Lyons + a + RimNm +J2Z.1, S (86) 





Yn = Rayny + Pmats + weeps + Rawtn + £.1, | 
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so wird der Annahme nach die Determinante der rechten Seite verschwinden 
und somit wenn man die Gleichungen mit den nach der ersten Verticalreihe 
genommenen Unterdeterminanten m‘* Ordnung 7%, 7,,.... 7, miultiplicirt, 
nach bekannten Determinanteneigenschaften eine lineare homogene Beziehung 


von der Form Ty + Tia, t+... + Ty, = 0 (87) 


existiren, sich also das allgemeine Integral als homogene lineare Function von 
m particuliren Integralen ergeben; sind auch diese Unterdeterminanten simmt- 
lich Null, so nehme man die m Gleichungen 


Y = Ry + Ryne + pa + Rate + L. 1 oa 
“A — Ryn, + Ris + oF G8 + RinNm + L. 1, \ (88) 


Ym-1 =Rn_wn +> Py rN. + nce hs + By tla a L. 1, 


und multiplicire die Gleichungen wieder z. B. mit den nach der ersten Verticalreihe 
genommenen Unterdeterminanten m— 1" Ordnung U,, U,,....U,_, der 
Determinante der #&, so werden wiederum nach der Annahme, dass alle Unter- 
determinanten m‘* Ordnung der Determinante (D) verschwinden, wie unmit- 
telbar zu sehen, 


Oy + yy. + Ory, +. 2 + On-1Yn—1 = 0 (89) 


seinu.s.w. Da endlich nicht alle Unterdeterminanten 2°" Ordnung verschwinden 
k6nnen, so bleibt unter allen Umstinden der Satz bestehen, 

dass, wenn die Differentialgleichung (78) erster Ordnung* mit der linearen 
Differentialgleichung m*" Ordnung ein Integral gemeinsam hat, das allgemeine 
Integral der ersteren cine lineare homogene Function von m+ 1 threr particuliiren 
Integrale sein wird, wobet die Coefficienten einzelner dieser Integrale verschwinden 


kimnen :+ 











* Da bei dem Beweise dieses Satzes die Ordnung der Differentialgleichung (78) nicht in Frage kam, 
so bleibt er bestehen fiir jede algebraische Differentialgleichung, welche mit einer linearen Differential- 
gleichung ein Integral gemeinsam hat. 


1 So hat z. B. die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(a) y — 3y' + 2y=—0 
mit der Differentialgleichung erster Ordnung 
(b) y” — (4y+1)y +y (4y+1)=0 


das Integral 
(c) th =e + 
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und es folgt daher aus dem Vorigen, 

dass, wenn eine lineare Differentialgleichung m'*" Ordnung die Eigenschaft hat, 
dass die Quadratur iiber eines ihrer Integrale algebraisch durch eben dieses Integral 
ausdriickbar ist, dieses Integral einer solchen in Bezug auf den ersten Differential- 
quotienten algebraisch irreductibeln Differentialgleichung erster Ordnung geniigen 
muss, deren allgemeines Integral eine homogene lineare Function von m + 1 particu- 
liven Integralen derselben ist, deren Coefficienten Functionen EINER willkiihrlichen 
Constanten sind. 

Nachdem die Differentialgleichung (78), welche mit der vorgelegten linearen 
Differentialgleichung das Integral y, gemein hat, durch die in dem eben bewies- 
enen Satze ausgesprochene Higenschaft charakterisirt worden, bleibt die Form 
derjenigen im ersten Differentialquotienten algebraisch irreductibeln Differ- 
entialgleichungen erster Ordnung zu untersuchen iibrig, fiir welche das allge- 
meine Integral eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 
von particuliiren Integralen eben derselben Differentialgleichung ist. 

Sei also fiir eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung 


y =f (@,y), (90) 
welche in Bezug auf 7 algebraisch irreductibel sein mag, das allgemeine 
Integral y= My, + My, +.... + My,, (91) 
WOTIN Y;, Yo, +--+ Y, particulire Integrale von (91) und 4, ,.... M, Func- 
tionen einer willkiihrlichen Constanten sein sollen, so folgt durch Differentiation 
der Beziehung (91) mit Benutzung von (90) die Relation 
Myf (x, ys)+ MS (x, Yo)+- ++» FALL (@, Yr) =S(@, Shit Myst -.-. +My), (92) 
also entweder eine identische Gleichung, oder eine algebraische Beziehung zwischen 


den 7 particuliren Integralen. 





gemein ; nun ist aber das allgemeine Integral von (b) in der Form enthalten 
(d) y = ce" + ce” 
und es besteht somit, wenn das dem Werthe c entsprechende particulare Integral mit y. bezeichnet 
wird, also 
(e) Yo = ce" + che* 
ist, vermége der Gleichungen (c), (d), (e) zwischen dem allgemeinen Integrale y und den beiden par- 
ticularen Integralen y, und y2 die homogene lineare Beziehung 
y c c? 
Yi 1 1 S06. 


Yo Co ch 
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Sei die Gleichung (92) zunachst eine identische, so muss sie bestehen bleiben, 
wenn dieselbe sowohl einzeln nach y,, y,,....¥y, differentiirt wird, und man 
erhalt somit 


Of (x, My; - Moy, “> ames + M,y,) — f(z, Yo) — Of (x; Yo) (93) 


OY, Ye ’ 


OM t+ Maye +... + Uy) 


es hingt somit der Differentialquotient der Function f(x, y) nicht mehr von y 
ab und es ist daher 


S(@, W=h (ay +h (2), 


so dass die Differentialgleichung erster Ordnung (90) in die lineare tibergeht 


Y=Al(xy+A(e); | (94) 


zugleich sieht man, dass fiir (94) die Beziehung zwischen dem allgemeinen und 
den particuliren Integralen in die einfache Form gesetzt werden kann 

i= = i) + = Yas 
worin ¢ eine willkiihrliche, c, eine specielle Integrationsconstante bedeuten. 

Ks bleibt jedoch nun noch der schwierigere Fall zu untersuchen, in dem die 
Gleichung (92) keine identische ist, sondern eine algebraische Beziehung zwischen 
den 7 particuliren Integralen der Differentialgleichung (90) liefert, und wir 
wollen hier diese Untersuchung fiir den Fall durchfiihren, dass die lineare Differ- 
entialgleichung (75) homogen von der zweiten Ordnung ist, also lautet 


y+h(y +h@)y=0,  - (95) 
sich also fiir die Differentialgleichung erster Ordnung (78) das allgemeine Integral 
als homogene lineare Function von 2 particuliren Integralen in der Form 

y= My + Ahy, (96) 


ergiebt, fiir welche die vorausgesetzte algebraische Beziehung zwischen den 


particuliren Integralen 
Y= F(x, ) (97) 


lauten mége. Da nun nach dem oben bewiesenen Satze aus der Beziehung (97) 
vermége (96) die Relation 


Min + Moy, = F(x, My, + Myr), (98) 
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hervorgeht, worin Jf,, M,, N,, N, feste Functionen einer willkihrlichen Con- 
stanten c sind, ausserdem (98) vermdége (97) in 


My t+ MF (x, 1) =F (x, hy, + IF (@, m1)) (99) 


iibergeht, und diese Beziehung endlich, da y, keine algebraische Function von a 
sein sollte, eine in x, y,, c identische sein muss, so erhiilt man durch Differentia- 
tion von (99) nach y, und ¢ 
OF (x, 1) oF (x, Min + + M,F (x ’ 4) OF (a, 4 th) 
M+N,— et (ah M, ) 
it Nay, O(n + GF (e, 4) Ot oy 

und OF (x, My, + MP ( 12) y )) / ! 

Min + NF (x, n= o(My,+ UF, 4)) (y A; + + ML (x, 1)) 
und hieraus 

OF (2, ) 


AF (x, y;) = + By , ee 


worin A, B, C, D Constanten bedeuten, und die wiederum eine identische sein 


+ CF (x, m1) + Dn=09, (100) 


muss. 
Setzt man hierin Fia, ays Y;, (101) 


so geht (100) in die Differentialgleichung 
(AY, + By,) dY, + (CY, + Dy) dy, =0, (102) 


iiber, oder wenn Y, = yu (103) 
gesetz wird, in 


(Au + B)(ydu + udy,) + (Cu+ D) dy, = 0, (104) 


deren Integral durch 


BOT dy 4 Aint (105) 


logn=—J ae (B4+O)u4D 


dargestellt, worin & von x abhiingen kann. Nun ist aber 

Aete =i, «SC eB 1 re Af+B i a ‘i 1—A2 
Av+(B+C)u+D 24a+B4+C u—a ' 2484+B4+C u—f” u—a’ u—Z’ 
worin A den Coefficienten des ersten Partialbruches bedeudet, und daher nach 
(105) kyy* = (u—a)(u— 8), (106) 
worin A, weil w eine algebraische Function von y; sein muss, eine rationale 
Zahl sein wird. Aus den Gleichungen (97), (101) und (108) ergiebt sich somit 


(B=) y. — By) =k. (107) 


Y2— PY 
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Da nun y und y, als Integrale von (78) auch Integrale von (95) sein miissen, so 
werden auch 
Y2— Byr =m Und Y,— ayy = ry 

Integrale der linearen Differentialgleichung (95) sein miissen und nach (107) in 
der Beziehung stehen 

ny = K.7?, (108) 
worin o eine rationale Zahl und X eine algebraische Function von a bedeutet.* 
Setzt man aber diesen Werth von x, im (95) ein, so folgt, weil 7, ebenfalls (95) 
geniigen muss, also 


Ny = K'7i + okye— I, 


n= Kn + 2K'y ae bs o(o— si Ky nin — o Kyi (f, (a) ni +A (2) m2) 





* Wenn die Lésungen « und ? der Gleichung Au?+(B+C)u+D=0 einander gleich sind, so 
nimmt die Partialbruchzerlegung die Form an 


Au+B Ly Bae —- 
Au? +(B+ C)u+D u—a (u—a)? 


nd somit B+ Ac 1 
” = log k — log y, = log (w — a) — - eS: 3 
A uUu—a 


: : , : B-—C 
da aber wu eine algebraische Function von z und y;, sein soll, so muss B+ Ac= ——~ O0alsoB=C 


2 
sein, und somit 2.4% 
Y1 Y1 

Ordnung ein algebraisches Integral besitzen, das von Null verschieden ist, da y, = ay, die Differential- 
gleichung erster Ordnung schon als eine homogene lineare definiren wiirde, fiir welche die Frage der 
algebraisch ausfiihrbaren Quadraturen bereits oben erledigt worden. Da nun zwischen y, und y, die 
algebraische Beziehung (97) stattfinden sollte, so miissten vermége der Annahme y,—cy,—k auch 
y, und y, selbst algebraische Functionen von z sein und die Frage nach algebraisch ausdriickbaren 


oder y,— «ay, —k sein, d. h. es wiirde die Differentialgleichung zweiter 


Quadraturen / y,dx wire dann durch den bekannten Abel’schen Satz erledigt 


Wire endlich A=0, so ergiibe sich 
du B 
log k — log =Bf- og ( ) 
tie ice f6 ee p+c” wt oo 
B 


== ( D e+e 
<_< UT BLO ; 


fi ae , , 
woraus der Annahme gemiiss sich C als rationale Zahl ergeben muss, und somit 


= te, ] ; A 
Yi (Ye + Yi Uz 
worin 4 eine rationale Zahl, h eine Constante bedeutet, oder endlich, wenn 
Y2 thy; =%22,9 =" 


gesetzt wird, worin 7, und 7, Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


oder 


sein werden, Hy = Ee, 


worin ¢ eine rationale Zahl und K eine algebraische Function von 2 bedeutet; dies wire aber wieder 
die oben gefundene Beziehung (108), so dass die weiteren Schliisse dieselben wie oben bleiben. 
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ist, die Beziehung 
+95 2) = tee —-Kor a4 
‘ K o—1"~ Ko( ~« 4)" . 
oder ni =ItImn, (109) 


worin LZ eine algebraische Function von a bedeutet, und somit nach (108) 
/ 
n= (b+ =) m3 (110) 

es geniigen somit die beiden particuliiren Integrale 7, und 7, zwei linearen homo- 
genen Differentialgleichungen erster Ordnung, und wir finden zuniichst, 

dass, wenn die Quadratur eines Integrales einer homogenen linearen Differential- 
gleichung algebraisch durch dieses Integral ausdriickbar sein soll, die Differential- 
gleichung zwei Integrale besitzen muss, welche linearen homogenen Differentialgleich- 
ungen erster Ordnung Geniige leisten. . 

Da nun der Voraussetzung gemiiss fiir das Integral y, der Differentialgleichung 
erster Ordnung (78) die Beziehung 


J yao = Fe, 41) (111) 


stattfinden sollte, daraus aber nach oben bewiesenen Sitzen fiir das Integral y, 
derselben Differentialgleichung 


q, ya = I (a, ys) (112) 


folgt, so ergiebt sich 
J o»— By:) de = F(@, ys) — BF (@, ) (113) 


oder vermége der obigen Substitutionsgleichungen und der algebraischen Bezie- 
beng (208) [ode = (x, m), (114) 


worin @ eine algebraische Function bedeutet. Da aber zy, ein Integral der 
linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung 


n! = Ln (115) 
ist, so folgt aus dem oben fiir lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 


entwickelten Satze als nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die alge- 
braisch ausfiihrbare Quadratur (114), dass 


Zz; ef oe = Pel" ai (116) 
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ist, worin P, eine rationale Function von a bedeutet, oder dass die Gleichung 
!+L=1 


ein rationales Integral P, besitze, und die Gleichung (116) ist zugleich die 
Reductionsformel der Quadratur. Dasselbe gilt fiir 7,, welches ein Integral 
der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


K' 
glam (ol +=. (117) 


ist, und wir erhalten die Bedingung 
f Lert 2) = al +2) ® oder f Ke de = Q, KE! (118) 


worin Q, rational aus x zusammengesetzt ist. 
Damit aber ein Integral der homogenen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
y' + oh (@) +h(e)y = 0 (119) 
der Differentialgleichung (115) Geniige leiste, ist offenbar nothwendig und 


hinreichend, dass, weil 
n' =L'n+ Ln, v' = In 


ist, LP+P+f/A(c)L+ f(x) =0 (120) 
ist, oder dass die Differentialgleichung 
w+twt+f (x)utf (x)= 0 (121) 


ein algebraisches Integral hat, und wir erhalten somit, wenn wir die gewonnenen 
Resultate zusammenfassen, den nachfolgenden Satz : 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 


y +A@)y +hla)y=9, («) 


zwischen deren beiden Fundamentalintegralen eine algebraische Bezichung stattfindet, 
die Eigenschaft besite, dass die Quadratur iiber eines threr Integrale algebraisch 
durch eben dieses Integral ausdriickbar ist, sind die, dass die Differentialgleichung 


erster Ordnung wu+w+tA(«ut+f (x)= 0 (@) 
ein algebraisches Integral L besitzt, und dass die lineare Differentialgleichung erster 


Ordnung {+ Lt=1 (y) 














248 KOENIGSBERGER: Ueber die Reduction von 


durch eine rationale Function P, von x integrirbar ist ; es lautet dann die Reduc- 
tionsformel der Quadratur fiir das Integral 


f Ldz 


\ heat 
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
fl" de - a (3) 


Will man solche Fille aufstellen, so braucht man nur fiir ¢ irgend eine 
rationale Function zu wihlen, aus (y) Z zu berechnen, diesen Werth fiir w in 
(2) einzusetzen und f, (x), 4(#) so zu wihlen, dass der Gleichung (3) Geniige 
geschieht. 

Wenn jedoch zwischen den particuliren Integralen der Differentialgleichung 
zweiter’ Ordnung keine algebraische Beziehung stattfindet, so geniigte nach dem 
Obigen das Integral y, derselben, fiir welches die Reductionsformel 


J nde =F (w, y) (122) 


stattfinden sollte, einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
y = Fy(z)yt+ (2), 
und umgekehrt, damit dies stattfindet, muss wegen 
y" =H @)yt+ Ka) + Ae) (Kh@)y+ A] 
= [F} (x) + F(@)]y + Bi (@) +B (@) x(a) 
nach (a) 


[LAY (x) + FP (@) +A («) Ai (@) +A@] y+ Fi (a) + Ai(@) F @) +A (@) f(x) =9 


sein oder, da y keine algebraische Function von « sein sollte, 


FY (a) + FY («) +A (@) fi (x) +A (#) =9, 
A@)+h@A@+A@A@w) =9, 


und man erhilt somit zuniichst als nothwendige und hinreichende Bedingung 

dafiir, dass ein Integral der linearen homogenen Differentialgleichung zweiter 

Ordnung (a) ein Integral mit einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

gemein hat, die, dass die beiden Differentialgleichungen 
C+?+/A(x~itfA(x)=0 

und w+ tut f(x) u=0 











Integralen transcendenter Functionen. 249 ° 


algebraische Integrale besitzen, wobei das ¢ der zweiten Differentialgleichung 
das algebraische Integral der ersten bedeutet. Dafiir aber dass ein Integral der 
Gleichung (123) eine algebraisch ausfiihrbare Quadratur besitzt, sind oben die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt worden und wir 
erhalten somit den folgenden Satz: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine Differential- 


gleichung y" + oY fi(@) + uh (x) = 9, 


deren Fundamentalintegrale nicht in algebraischem Zusammenhange stehen, eine fiir 
ein Integral derselben algebraisch ausfiihrbare Quadratur besitzt, sind zuniichst die, 
dass die Differentialgleichungen 


E+E +A (ait A(x) =0, 
wu+tut+/A(x)u=0 


algebraische Integrale F(x) und Fy (a) besitzen, dass ferner der Differentialgleichung 


erster Ordnung 
a aa vF, (x) — 


ein rationales Integral P, angehért und die Quadratur 


[Pr (x) dx = — P, 


eine rationale Function von « ist; sind diese Bedingungen erfiillt, so lautet die 
Reductionsformel der Quadratur 


Sua p= Pry + Py. 


Es ist endlich aus dem Obigen ersichtlich, dass die algebraischen Functionen 
re) ’ 5 
F, (x) und F, (a) rationale Functionen von x sein mussten. 

Nachdem wir an einzelnen Fiillen linearer Differentialgleichungen gezeigt 
haben, wie die oben von algebraisch ausfiihrbaren Quadraturen von Integralen 
algebraischer Differentialgleichungen bewiesenen Siitze zur Ermittlung der 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir diese Ausdriickbarkeit zu 
benutzen sind, wenden wir uns wieder zu den allgemeinen Untersuchungen 
zurick und werden die Quadratur 


J yrdee = A log a, (124) 
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wenn y, ein Integral der Differentialgleichung (1) oder (2) ist, eine logarithmisch 
ausfiihrbare nennen, wenn z durch die Gleichung (4) oder (5) definirt ist und A eine 


Constunte bedeutet. 
Aus dem durch die Gleichung (9) dargestellten Ausdrucke fiir z{ folgt durch 


Zusammenstellung mit (124) oder 


Zi = yYy (125) 

die Beziehung 
Pat + Rast... + (Pius nat P,-1=0, (126) 
welche, weil die Gleichung (5) als eine mit Adjungirung von a, y,, y,.... und 


deren Ableitungen bis zur m‘**® Ordnung hin algebraisch irreductible voraus- 


gesetzt war, 
Po=0 Py=0.... Pig y=0 P10 


liefert, so dass sich fiir jede andere Lésung z, der Gleichung (5) 








%, = 2.91" (127) 
ergiebt und daher 
rH Zi 
sae oder z, = ¢,2 (128) 
Ze Zs 


folgt. Da jedoch das Zusammenbestehen der aus (5) und (128) sich ergebenden 
Gleichungen 


at fat + Sar tere t fats =o, (129) 
chet + ct fst +a fAto+t... bofwm tf,=0 (130) 

wegen der Irreductibilitaét der Gleichung (5) aus 

eke, —1) fat +e? (e@—1) fat OP +.... be (47-1) f,_-141 + (4 —1) fF, = 0 

die nothwendigen Bedingungen ergiebt 

(o.~DA=20, @~ 146, .... 407° — OL 36, C— 9 wee, 
so folgt, da nicht alle A. 4,....f,=0 sein kénnen, dass c, eine 5‘ Hinheits- 
wurzel ist, also gas 


sein wird, worin 1<.d<u,* und man sieht zugleich, dass, weil f, nicht ver- 





* Die Annahme 6=1 wiirde ca. =1 also 2. = 2, liefern, was fiir irreductible Gleichungen unmég- 
lich ist. 
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schwinden darf, da sonst die irreductible Gleichung (5) die Lésung Null hitte, 
c= 1 also uw ein ganzes Multiplum von 6 sein muss, welches wir =4.6 setzen 
wollen, so dass alle /, deren Index nicht ein Multiplum von 0 ist, verschwinden 
miissen, und die Gleichung (129) die Form annimmt 


BP 4 frt—VF 4 fga—DF 4 + fs; (131) 

setzt man nun mat, (132) 

so folgt aus (124) J jae vs = log t,, (133) 
worin ¢, eine Lésung der Gleichung 

O+ iP * ff +... hed, (134) 


deren Grad A<u ist. Auf die Zusammenstellung der Gleichungen (133) und 
(134) kénnen wir genau dieselben Schliisse anwenden, die wir fiir (124) und (5) 
gemacht haben, und da der Grad der den Logarithmanden definirenden Gleichung 
immer verkleinert wird, derselben also auch auf die Hinheit gebracht werden 
kann, der Logarithmand dann also rational in den in Betracht kommenden 
Gréssen ausdriickbar ist, so erhalten wir den folgenden Satz : 


1; me 
Wenn die Quadratu J yaw, 


worin y, ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung m**” Ordnung bedeutet, 
logarithmisch ausfiihrbar ist, so lisst sich der Werth derselben stets als ein mit einer 
multiplicatorischen Constanten versehener Logarithmus darstellen, dessen Logarith- 
mand eine RATIONALE Function von x, particuliren Integralen der Differential- 
gleichung und deren Ableitungen bis einschliesslich zur m" Ordnung hin ist, die 
sich wiederum in eine in den m'*” Ableitungen der Integrale ganze Function n — 1%" 
Grades fiir jede derselben umsetzen liisst, deren Coefficienten rationale Functionen von 
a, den Integralen der Differentialgleichung und deren Ableitungen bis zur m — 1% 
Ordnung hin sind. 
Sei nun 


J nde = re ee ee ee oe eee? (A PF (135) 


worin F den eben angegebenen Charakter hat, so liefert die Differentiation dieser 


Gleichung 
YF (x, Yi Yi Se 9 a”, Yes Yas See NS y:”, os 4 
OF, OF OP oy, OF 
= — eS MS 7 im+)) Saisie 
=< A(= + Oy hn + ese hae + oy Nn + Oye Y2 
OF (m pas 
33 Pies gee we es'< a) (136) 
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da nun y"t, yt, .... rational durch die niedrigeren Ableitungen vermége 
der Gleichung (1) ausdriickbar sind, so wird die Gleichung (136) nach dem oben 
bewiesenen allgemeinen Satze bestehen bleiben, wenn statt y, ein jedes nicht 
singulire Integral 7, der Differentialgleichung (35), das auch ein Integral von 
(1) ist, gesetzt wird, wihrend y, y;,.... durch passende Integrale 7, 7;.... der 
Differentialgleichung (1) zu ersetzen sind, und es folgt somit 


/ / 
nF (a, N11 M15 +++ + Ng, No; seul 


— OF OF oF " OF OF 7 
A (yt st Set Ss eg. 


= v/ 
On 7 
oder _ ; F 
Side = A log F(x, may hy +. «nf, Na9 M2122 68 NQ ye 0 es 


und daraus der folgende Satz: 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung 
m'*” Ordnung logarithmisch ausfiihrbar ist, so ist es auch die Quadratur eines jeden 
anderen Integrales eben dieser Differentialgleichung, welches ein beliebiges nicht singu- 
lives Integral der in Bezug auf den hichsten Differentialquotienten algebraisch irre- 
ductibeln Differentialgleichung niedrigster Ordnung ist, welcher jenes Integral Geniige 
leistet, und zwar in Form des mit derselben Constanten multiplicirten Logarithmus 
derselben ganzen Function der m” Ableitungen von Integralen der gegebenen Differ- 
entialgleichung m‘” Ordnung mit Coefficienten, welche rationale Functionen der 
unabhingigen Variabeln, der vorkommenden Integrale und deren Ableitungen bis zur 
m— 1" Ordnung hin sind, wobei diese Integrale passend zu wiihlen sind. 

Das Integral v, darf wiederum jedes nicht singuliire Integral der Differential- 
gleichung (1) bedeuten, wenn diese letztere in Bezug auf die héchste Ableitung 
algebraisch irreductibel ist und die Basis der Quadratur y, nicht schon einer 
Differentialgleichung von niederer Ordnung als der m‘*" Geniige leistet. 

Ebenso ist wie oben fiir algebraisch ausfiihrbare Quadraturen ersichtlich, 


dass, weil aus fude= log F(x, 71, yl, ---  y) 


durch Differentiation 


P ~~) —A OF OF OF yfr—*t» ) 


YF (x, Yi Yi cee Yi = ie eee 


folgt, 
wenn y, das Integral einer Differentialgleichung m‘” Ordnung ist, welches nicht 
schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung Geniige leistet, eine logarithmisch 
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ausfithrbare Quadratur, welche nur das Basisintegral und dessen Ableitungen 
enthalten soll, nothwendig die m— 1% Ableitung der Basis einschliessen muss, 
und 

soll die Quadratur irgend einer transcendenten Function y, sich logarithmisch 
durch eben diese und deren Ableitungen ausdriicken lassen, so muss diese das Integral 
einer algebratschen Differentialgleichung sein, und soll der Logarithmand nur die 
Transcendente enthalten, so wird diese durch eine Differentialgleichung erster Ordnung 
definirt. 

Wir wollen, um eine Anwendung dieser Sitze zu machen, untersuchen, 
wann die Quadratur eines Integrales y, der linearen Differentialgleichung erster 


iii y= uh (2) +A@) (137) 
logarithmisch ausfihrbar ist, also 
J yd = A log Fle, 1, 91); (138) 
worin F'eine rationale Function bedeutet oder nach (137) 
J nde = A log o(x, m), (139) 


worin @ ebenfalls rational ist. Da nach dem Obigen jedes Integral von (137) in 
(139) eingesetzt werden darf, also 


Su + ce) dae = Aloga (2, ¥+ oo! week (140) 
wird, so folgt aus (139) und (140) 
Alog a(x, +c") — Aloga(a, w)=ef "de (141) 


fiir willkithrliche Werthe der Integrationsconstanten c. Differentiirt man diese 
Gleichung nach c¢, so ergiebt sich 





If; (x) d 
Ad log @ (x, Wt colt 4) — ohh (x) dx Sh ste 
_— é€ 


‘ (142) 
d(y+ om sais ) 
und somit die linke Seite von ¢ also auch vom ganzen Argumente y, + ol _— 
unabhangig und daher 
log a(z, m)= Py, + Pz (143) 


oder @ (x, Y) =eP.ePm, (144) 
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worin P, und P, nur von x abhiingen; da aber a(x, 7) eine rationale Function 
von « und y sein sollte, so muss P,=0 sein, was nicht méglich ist, da dann 
@ (a, y;) von y, unabhingig wire und die Beziehung 


J yrdx= A log Q (2) 


y, als rationale Function von z liefern wiirde, was ausgeschlossen war; wir finden 
_daher 

dass die Quadratur eines transcendenten Integrales einer linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung nie logarithmisch ausfithrbar sein kann. 

Ebenso kann man vermége der obigen Untersuchungen leicht die Frage 
erértern, ob die Quadratur eines Integrales y, einer linearen homogenen Differ- 
entialgleichung zweiter Ordnung 


y" + Wh (a) + yh (a) = 0 (145) 


so logarithmisch ausfiihrbar ist, dass der Logarithmand eine algebraische Func- 
tion von «x und y;, ist, also 


J yae = A log F(a, y;) (146) 


wird. Da nimlich aus (146) durch Differentiation 


Yn F(x, 4 41) =4($ + s = yh) (147) 


sich ergiebt, also y, die Lésung einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung sein wird, so muss nach den oben gemachten Durchfiihrungen ent- 
weder y, selbst einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung von der Form 


y = yf, (x) + F (2) / (148) 


geniigen, oder es wird, wenn zwischen y, und einem anderen Integral y, der 
Differentialgleichung erster Ordnung (147) eine algebraische Beziehung statt- 
findet, ein Integral 

— Byr=n (149) 
der Differentialgleichung (145) der linearen homogenen Differentialgleichung 


erster Ordnung 
v! = Ln (150) 





Integralen transcendenter Functionen. 255 


geniigen. Im ersteren Falle ist nach der eben durchgefiihrten Untersuchung 
die logarithmische Ausfiihrbarkeit der Quadratur unméglich, im zweiten Falle 
werden die am Anfange der Arbeit bewiesenen Siitze die Beziehungen 


J yd = A log F(x, ¥) J yd = Alog F(x, Ys) (151) 
liefern, woraus | 
Js — By) dee = A flog F(w, y) — Blog F(x, y:)} (152) 


folgt ; da aber vermége der oben entwickelten Beziehung 
Y2— B=, Y2— 41 = 1, My = Kaj (153) 


sich y, und y, als algebraische Functionen von 7, ergeben, so geht (152) in 


J nde = A log 0 (x, ~) — Blog a, («, 1)} (154) 
iiber. Da aber die Differentiation dieser Gleichung mit Benutzung von (150) 
nA = + oo ke) Lin} @p(x, ™)—AB ——— ‘ soe) ns} 


liefert, und diese Beziehung, da y, nicht eine algebraische Function von & sein 
sollte, eine identische sein muss, so wird (154) fiir jedes Integral der Differ- 
entialgleichung (150) bestehen bleiben, und somit fiir willkithrliche Werthe der 
Integrationsconstanten c 


of mide = A flog a (zz, em) — 8 log a (x, em)} (155) 
und aus (154) und (155) 
log @ (x, en) — 2 log a (#, ex;) = € {log w(x, m) — B log a(x, m)}, (156) 


welche Gleichung eine in x, 7, und ¢ identische sein muss. Differentiirt man 
nun (156) nach y, und ¢, so ergiebt sich 











d log a (x, en) 8 d log w(", em) __ d log ay (x, m) 2 d log a (x, 7) 
a ati 








den, den - dny dny 
und 
d log a, (x, ex d log @, (x, en) 1 
os ae = pq (08 oo (ws ms) — B logan (x, m1); 
woraus d (log (x, m) —B log a (a, m)) _ dn 





log a(x, m)— 8 log a(x,m) ~ m 
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und daher 


log @ (x, ™) — 8 loga,(~, m)=(a).m ~ (157) 
oder nach (154) J nae uhiglddan, (158) 


worin (x) noch eine logarithmische Function von a wire, und der Werth von 
> (x) ergiebt sich aus (157), indem man 7 = 1 setzt und 


o (x) = log w(x, 1) — B log a, (x, 1) (159) 
also J dee = A (log 0 (2, 1) — 6 log a, (a, 1))m (160) 


erhalt. Durch Differentiation dieser Gleichung wiirde aber mit Beriicksichtigung 


der Gleichung (150) 


1= AL (log w (x, 1) — 8 log a, (x, 1))+ 4(2 7 — Bae 5 


also A (log « (x, 1) — @ log a, (a, 1)) = Q(z) (161) 


sich ergeben, worin Q (x) eine algebraische Function bedeutet, und somit (160) in 


J idee = 2 (@) 11 (162) 
ubergehen. Da nun vermége 
¥2—BYA=m Yr—42y, = 7, 


sich _ a 
nA en Na) 


ergiebt, und somit aus (151) 
Jn —m) da = A (a— 8) log F(x, a= mh) 
folgt oder nach (108) und (162) 
J nde = — A (a— 8) log F(x, K-77) + Q(a) Keng, (163) 


worin o eine rationale Zahl und £ eine algebraische Function ist, ferner y, die 
Lésung der linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung (110) ist, 
so ware zu untersuchen, wann die Quadratur des Integrales einer homogenen 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung 


z'= w(x) z (164) 
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algebraisch-logarithmisch in der Form 


Jade = Blog 9 (e, 4) + ¥(a, 4) (165) 


ausdriickbar ist, wenn @ und w algebraische Functionen bedeuten. Beachtet 
man aber, dass nach den oben angegebenen Siitzen die Beziehung (165) erhalten 
bleiben muss, wenn statt z das allgemeine Integral cz, von (164) gesetzt wird, 


an Seg ¢ [ade = B log $ (x, cz) + d(x, c%) (166) 
und aus (165) und (166) 
B log 9 (x, cm) + Y (ax, cm) =cB log 9 (a, 4) + ed (a, a). (167) 


Da nun diese Beziehung fiir jedes ¢ gelten muss, so wird also auch nach ec 
differentiirt werden diirfen, und man erhiilt 


09 (x, €%) 
Ocz, OW (x, 
a ? 3 ro ae 2a) 4=B log ? (x, “) + (x, Za), 


wonach die rechte Seite also auch nach (165) der Werth der Quadratur selbst 
eine algebraische Function von a und z, wiire, wir finden somit, 





(168) 


dass die Quadratur eines Integrales einer linearen homogenen Differeniial- 
gleichung erster Ordnung nie algebraisch-logarithmisch ausfithrbar sein kann, 
und dass somit also auch oben (168) in 


J site = 4 (x, m) (169) 


iibergeht, wonach sich aus (162) und (169) 
1 1 
J yrde= a) an) e= aaa le (x) 1 — %(#, q)) = P(x, ys) (170) 


ergiebt, worin P(x, y;) eine algebraische Function von y, darstellt, also der 
Annahme (151) widerspricht. Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Die Quadratur eines transcendenten Integrales einer homogenen linearen Differ- 
entialgleichung zweiter Ordnung ist nie logarithmisch ausdriickbar. 

Nachdem ich, um die Verallgemeinerung der von Abel fiir Integrale alge- 
braischer Functionen aufgestellten Sitze fiir Quadraturen von Integralen 
algebraischer Differentialgleichungen zu entwickeln, die algebraisch und loga- 
rithmisch ausdriickbaren Quadraturen untersucht und die Anwendung der 
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gefundenen Sitze auf bestimmte Probleme gezeigt habe, werde ich jetzt diese 
Frage ganz allgemein angreifen. 
Ich nenne eine Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differential- 


gleichung im Abel’schen Sinne ausfithrbar, wenn 


JS yde= F (2, log v,, log», .... log »,, [Vas, [V.as, — S Vas , (171) 


wortn V;, V,,.... V, algebraische Functionen von s, und v1, V2). + + + Ups 815 895 +++ + Bo 
algebraische Functionen von x und den Integralen y,, y2,.... der algebraischen 
Differentialgleichung (1) oder (2) und deren Ableitungen bis zur m*" Ordnung hin 
sind, die auch algebraisch in F eintreten kinnen, 

diese letzteren algebraischen Functionen wollen wir uns durch die Gleich- 


ungen definirt denken 


Pt he thie Gis -- > PO tees st, ... ae 

os Je Sees ss er +s ee (I) 
und 
88+ Pip (@, Yrs ire Yrs Yor Yau + Yor, re -? 

Hee Hage (©, Yrs Yt +++ + Yor Yar +++ -)=O, (178) 
die mit Adjungirung der eingeschlossenen Gréssen als algebraisch irreductibel 
vorausgesetzt werden mégen, und es kann endlich von den in (171) enthaltenen 
logarithmischen und Abel’schen Transcendenten angenommen werden, dass mit 
‘Adjungirung von 4, Y2,....und deren Ableitungen kein algebraischer Zusam- 
menhang zwischen ihnen stattfindet, weil im entgegengesetzten Falle mit Hiilfe 
desselben die rechte Seite von (171) vereinfacht und in dieser neuen Form der 
Untersuchung zu Grunde gelegt werden kénnte. 

Es wird die Frage aufgeworfen, unter welchen Bedingungen und in welcher 
Form die Quadratur einer algebraischen Differentialgleichung im Abel’schen Sinne 
ausfithrbar ist ? 

Die Differentiation der Gleichung (171) liefert 


_OF, oF of oF 
n= oe + Flogy my Tot af yas “a Valssit---- (474) 
id: 


worin sich vj, ....53,.... vermége der Gleichungen (172) und (173) als ganze 
Functionen resp. des x, — 1, Ag — 1" Grades von v,, s, ausdriicken lassen mit 
Coefficienten, die rational aus y, yj,...- y{", Yo, Ys, +.» ZUsaMMengesetzt sind, 
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und da (174) gegen die Voraussetzung einen algebraischen Zusammenhang 
zwischen den logarithmischen und Abel’schen T'ranscendenten liefern wiirde also 
in all’ diesen Gréssen identisch sein muss, so wird dieselbe auch befriedigt sein, 
wenn man 


log v,, f ks V,ds durch log v, + u,, J , Vids + vg 


ersetzt, und man sicht sogleich, dass man von (174) durch Integration unmit- 
telbar zu der Gleichung 


yaw ane F(a log y%+m,...-logv,+u,, [Vas +2"), ...- - Vids + ve) (175 


tibergehen kann, so dass, da die linken Seiten von (171) und (175) sich nur 
durch eine additive Constante unterscheiden kénnen, fiir willkiihrliche Werthe 


ot ee eee 
F(a, logy, +m,.... log ott f Vids + 74,2... JL Vas + ve) 
= F(x, logy, ....logy, f Vids, ... J" Vids) + Me (176) 


sein wird, worin J/ eine von den u und vy abhiingige Constante bedeutet. 


Da nun diese Gleichung wieder gegen die Voraussetzung eine in den 
logarithmischen und Abel’schen Transcendenten algebraische Beziehung liefern 
wiirde, so muss dieselbe in all’ diesen Gréssen identisch sein und somit 


ar (a, log v, +m, .... log r+ tte f Vids + 74,... Jf" V.ds + Ye) 


0 (log v. + fa) 
oF (a, logv,,.... log», f Nids, ans “V,ds ) 











d log v, 


und wegen der Willkihrlichkeit der w und v aus demselben Grunde 


F(a, JOO, «0 os logy, f Vids, sick fp Vie? logy, + Q, 
worin P und Q im Allgemeinen noch von den anderen Transcendenten abhingen ; 
da aber nach (176) fiir 
My Si SK Ma Se KKH YX... S=y=0 


P (loge. + &.) + Q= Plogy.+ Q+M 
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oder Pu, —M 


folgt und M eine Constante ist, so wird P ebenfalls constant sein miissen, und da 
dieselben Schliisse fiir alle in # enthaltenen Transcendenten gelten, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Ist die Quadratur eines Integrales y, einer algebraischen Differentialgleichung 
m‘ Ordnung im Abel’schen Sinne ausfiihrbar, so ist dieselbe eine mit constanten 
Coefficienten verschene lineare Function logarithmischer und Abel’scher Transcendenten 


von der Form 


frre n+ Ay log ot +... +4, log v,+ By f'Vias+ Lo ABS” V,ds, (177) 


worin V,, Vz,....+ V, algebraische Functionen von s, A,,....A,, B,,....B, 
Constanten, und wu, V1, .. ~~. Up, S14) + +++ 8, algebraische Functionen von x und den 
Integralen yy, yz, .. +. der algebraischen Differentialgleichung und deren Ableitungen 
bis zur m*" Ordnung hin sind. 

Bevor wir nun zur weiteren Reduction der Form (177) tibergehen, wollen 
wir einen im Princip schon von Abel aufgestellten Satz ein wenig verallgemeinern, 
den Beweis desselben aber speciell fiir unser Problem durchfiihren. 

Seien die algebraischen Functionen 


Se ae A 


durch die mit Adjungirung eben dieser transcendenten Grdéssen irreductibeln 
Gleichungen definirt 
wo+fw ? +....¢f4 =0, 
vat viet... +O. =0, (178) 
sa fy se... +h = 0, 
in denen /, $, rationale Functionen der angegebenen Gréssen bedeuten, ferner, 
wenn wir die in den von s algebraisch abhingenden Functionen J,,.... V, 
vorkommenden algebraischen Irrationalititen mit @,(s),....,(s) bezeichnen, 


so dass V, eine rationale Function von s und a, (s) darstellt, die o, (s,) definirende, 
ebenfalls mit Adjungirung der angegebenen Grdssen irreductible Gleichung 


wa (s) + yi0%e"(s) +... +X, .= 0, (179) 


worin die y wiederum rationale Functionen von a, y,,.... 4", Yo,.--- Yh”, .-- 
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bedeuten, so bilde man mit constanten Coefficienten den in jenen Gréssen linearen 
Ausdruck 


4 =autbyt.... +60, + aq5+.... +e,5,+ da; (s)+....+d,0,(s,). (180) 


Wir wollen uns zunichst die mit Adjungirung der Gréssen x, y,,.... yf”, 
Ya,...+Y;" algebraische irreductible Gleichung bilden, von welcher 4, eine 
Lésung ist und haben zu dem Zwecke offenbar nur zwischen den fiir die verschied- 
enen Indices sich ergebenden Gleichungen (178), (179) und der Gleichung (180) 
die Gréssen w, v,, 5, @,(s,) zu eliminiren, und aus dieser Gleichung den mit 
Adjungirung von x, y,,....9{”, Y2,---- ys”, .... irreductibeln Theil abzusondern, 
welcher 4, als Lésung enthilt und durch 


Ph a (Bs is wo ss BO tees Be i LR Hess 

fy (2, iy - «+ - GA, Bess 2 oo 9, - SO (189) 
dargestellt sein mag. Dass diese p Lésungen der Gleichung (181), von welcher 
eine ¢, ist, aus (179) erhalten werden, in dem man auf der rechten Seite fiir die 
u,v, 8, @(s) eine andere Combination der Lésungen der Gleichungen (178) und 
(179) setzt, geht daraus hervor, dass die Lésungen der irreductibeln Gleich- 
ung (181) dadurch entstehen, dass man 2 solche geschlossene, nicht durch 
Verzweigungspunkte gehende Umlaufe machen lisst, dass die Coefficienten ihre 
Werthe wieder erlangen, und es ist klar, dass durch solche Umliufe Lésungen der 
Gleichungen (178) und (179) immer nur in Lésungen derselben Gleichung 
iibergehen kénnen, so dass den p Werthen von ¢ gewisse Combinationen der 
Lésungen derjenigen Gleichung entsprechen werden, welche alle Lésungen der 
Gleichungen (177) und (178) zu Lésungen hat und die man erhilt, wenn man die 
linken Seiten aller fiir dieselbe unbestimmte Variable genommenen Gleichungen 
(178) und (179) mit einander multiplicirt und welche die Form haben mag 


eee ee ek | ee ee 
+ Pelt; His. «ss Ey Pers sss BN « s « RH 
Stellen wir nun fiir irgend welche andere Constanten den linearen Ausdruck 
T= aut By,t+ ...-+B,0, + sit «2 + Yo%e+ 4,0; (51) +... +4,0, (8,) (182) 


auf und bezeichnen die p Lésungen der Gleichung (180) mit 4, #,,....¢,, die den- 
selben Combinationen der w, v, s, a (s) entsprechenden Werthe der rechten Seite 
von (182) mit 7;, 7,.... 7, so ist 


BT +ELA.... +07, 
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wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet, offenbar eine algebraische Function 
von @, ¥,---- YW”, Yo, .... ys”, ...., welche fiir alle geschlossenen Wege der 
Variabeln a, pects Yi, oe +s Yo, Yo, ---- Ys”, ....- Zu ihrem Werthe zuriick- 
fihren, stets unverindert bleibt, weil wenn ¢, in ¢, tibergeht auch 7, in 7, 
ubergefiihrt wird, es wird dieser Ausdruck somit eine rationale Function von 
Ly Yar-- +o Wir He, -.-. of", ... sem, und somit, wenn n= 0, 1, 2,....9—1 
gesetzt wird, sich 


i a ee a a | ee . ee 
(m) (m) 


47, + 4,7, was ty 5 = (95 Bay 200 “Yi Yoree> Ys yeeros 


--1 —1 —1 ci 
Cee ie... nT eh es: + ee os 
ergeben, wenn fy, f,....j/,-1 rationale Functionen bedeuten. Wenn nun 


P+ Le + LPs +... th ad) (184) 


gesetzt wird, und die Gleichungen (183) mit den noch unbestimmten Grdéssen 
Ly-1, Ly—g,- +++ 4, 1 multiplicirt und addirt werden, so folgt 


Ty) (4) - Ty (¢,) ~ ie See + Tv (t,) = Ly ify a Ly 2h + Rusia a ee (185) 


und wenn man 
L, =o, + 4, L,= 0,-+- ot, +4, ..-- Lyp_1 = Oy) + @yp_ oh +... . + 7}, (186) 


setzt, so wird, wie aus (180) unmittelbar ersichtlich, y (¢) fiir t,, t;,....t,-1 ver- 
schwinden, und fiir diese Werthe der Z die Gleichung (185) den Ausdruck 


T= te-itot Ly xfit- +++ thr (187) 


as sooo t paph -o% Ly-1 


liefern, also 7, als rationale, somit nach den Auseinandersetzungen am Anfange 
dieser Arbeit mit Hiilfe von (180) als ganze Function p— 1°" Grades von ¢, 
darstellbar, deren Coefficienten rational aus xz, y,.... y{, Y,.--- ys”, .-- 

zusammengesetzt sind. Stellt man also mit (180) 20+ der Chait (182) 
analoge Gleichungen zusammen, die siimmtlich mit constanten Coefficienten ver- 
sehene lineare homogene Functionen der w, v, s, w(s) sind, so werden deren linke 
Seiten, wie es mit 7; in (182) der Fall war, simmtlich ganze Functionen p — 1%" 
Grades derselben Grosse ¢, sein, deren Coefficienten rational aus a, y,, ... . yi”, 
Yo, +++. yy", .... zusammengesetzt sind, und somit wird sich aus den 26 + 9+ 1 
in den w, v, s, o(s) Gréssen linearen Gleichungen (180) und (182) jede dieser 
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Gréssen als eine ganze Function p— 1" Grades von ¢, ausdriicken mit in den 
Groéssen v7, Y,.... yf, Yo»... ys” rationalen Coefficienten. Migen diese 
rationalen Functionen mit 

a(t), 6 (¢), ¢ (), d(é) 


bezeichnet werden, so werden den p Lésungen der Gleichung (180) die » Combi- 
nationen der Lésungen der Hinzelgleichungen des Systemes (177) entsprechen 


U—=a4 (4) V3 = bs (4) Gz == Cg (4) Qs (ss) = Dd; (4), | 
Oy =a (4) vs = bs (t) 85 = C5 (42) as (83) = Ps (te), ‘ (188) 
eeewette«eeeecceedeeee#4newebse®<é*#e€ #6 € @ 6 ee *64@ @ @ @ @ @.¢@ % | 


Benutzen wir nun den eben bewiesenen Satz von der rationalen Darstell- 
barkeit aller Functionen uw, v,s,@(s) durch eine einzige durch die Gleichung 
(180) definirte algebraische Function, indem wir in der durch Differentiation 
der Gleichung (177) sich ergebenden Beziehung 


/ / 
yu + A + 2 FAL? EBV (lt... + ByVo (6) 8h, (189) 
p 


in welcher wu’, uj, ....%,, 8, «+++, Yeap. durch 6, %, ....%) Oy +++« 0, ale 


ganze Functionen ausdriickbar sind und V,(s,) eine rationale Function von s, 
und @, (s,) ist, die durch das erste System von (188) gegebene Werthereihe durch 
¢, ausgedriickt einsetzen. Hs geht dann (189) offenbar in eine ganze Function 
von 4, ttber, deren Coefficienten rationale Functionen von a, y,.... y{”, 
Yo... y,.... sind, und da die Gleichung (180) einerseits mit dieser die 
Lésung 4 gemein hat, andererseits irreductibel ist, so wird jede Liésung von 
(180) auch (189) befriedigen oder es werden vermége des Systemes (188) auch 
die Werthe wu, v, s, “a(s) derselben geniigen. Vermédge (177) werden 
also auch durch Uebergang zum Integral die Gleichungen bestehen 


f[pdesutA,log n+... +4, loge, +B, f "Vide-+-...+B, ff re | 


(1) (1) 


J yydec = Myt A, log v, +.. +A, log” v, +B, f ‘Vids-+. ve re i Vids, 


ore) a ers ee ee ge a ee car at ae a el ee a a ee a ee ee ee ee ee yale wa tar ee | (190) 
Jnae = (e—Dy + A, log?—Y v4, + .... +A, log’?—” v, + Bf Vids 
(p—1) 





+....4B, 7 ia Vids, 


Pe 








4 
; 
i 
7 
2 
bs 
4} 
i 
i 
: 
' 


LO TTS RS AT BPE PO My Ne.” ARERR aN a a 








264 KOENIGSBERGER: Ueber die Reduction von 


wobei zu beachten, dass auch in den V-Gréssen o(s) durch “o(s) zu ersetzen ist, 
und durch Addition, indem die linken Seiten der Gleichungen (190) sich nur 
um eine additive Constante unterscheiden kénnen, und u, v, s, a(s) die 


urspriinglichen Griéssen u, v, s, @(s) bedeuten sollen, 
(a) 


J pda = 2 w+ A log, +.... + 4, log 1, + BE fVds 
| (a) 


+....+ any V,ds, (191) 


wenn a die Werthe 0, 1, 2,....p— 1 annimmt. 

Da nun zunichst >w, T1v,,.... I'v, vermége der Gleichungen (188) 
rationale symmetrische Functionen der Lésungen 4, ¢,,....¢, der Gleichung 
(181) sind, so werden sich diese rational durch die Coefficienten derselben, also 
als rationale Functionen von a, y,.... y{”, Yo,-.-- yf”, .... darstellen lassen ; 
betrachten wir ferner eine der Summen der Abel’schen Integrale, die wir ausfiihr- 
licher in der Form schreiben wollen 

(p—1) 


(1) 
S°V.(5, 0. (s))ds + JV. (8, (8) ds +... + f"%. (8, a(s)ds, (8) 


so liisst sich diese bekanntlich nach dem Abel’schen Theorem von der Summe 
von Integralen algebraischer Functionen durch die Summe von %, gleichartigen 
Abel’schen Integralen und algebraisch-logarithmischen Functionen in der Form 


a) é°) 
[Vs a, (s)) ds +f ‘V.(s, @.(s)) ds 


€ (ze) 


+...-tY °V.(s, @,(8))ds + T.+ FA log T® = (T) 


ausdriicken, worin A,, Constanten, 2, das Geschlecht der algebraischen Irration- 
alitit o,.(s) bedeutet, 7, und 7" rationale symmetrische Functionen der p 
oberen Integralgraenzen von (S) und der dazu gehérigen Irrationalititen, also 
vermége der Gleichungen (188) und (181) rational durch aw, y%,.... y(”, 
Yo, --- yf”... ausdriickbar sind, ferner &,... &{"- die Lésungen einer Gleichung 
a‘ Grades vorstellen, deren Coefficienten wiederum rational und symmetrisch 
durch die Integralgraenzen von (S) und die dazu gehdérigen Irrationalititen also 
auch rational durch a, y%,.... y”, Yo, ---- ys”, .... ausdriickbar sind, und die 


somit die Form hat 


Grom Oe tis « - «Bas 6 eo 
+. Rh eh. sos at: - oe, eS, CD 
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wihrend die zu diesen Graenzen gehiérigen Irrationalititen, also die Werthe 


0. (£2), @, (E®), .. . . @, (E%) 


rationale Functionen der resp. Graenzen und der Gréssen 2, y,,.... y{", 
Yo,...- Yf”,.... sind. Fasst man nun das fiir die rechte Seite der Gleichung 


(191) entwickelte zusammen, so ergiebt sich der folgende Satz: 

Ist die Quadratur eines Integrales y, einer algebraischen Differentialgleichung 
m'*" Ordnung im Abel’schen Sinne ausfiihrbar, so ist dieselbe eine mit constanten 
Coefficienten versehene lineare Function logarithmischer und Abel’scher Transcen- 
denten von der Form 


Syd =U + % log¥, +... .%, log B, 


+ %, 1 BY, (s, a, (s))ds+....4+ f*%, (s, @ (s) ds | 


eg EE ee ee er 4 
3 
Fe Ce ee en id nae ’acheaea oe 


+ %, { fre (s, , (s))ds+.... + fF, (s, a, (s)) ds ; 


wortn W,-...U,, By, ..-.B, Constanten, U, B,....B, rationale Functionen 
VON, Yr, eee Yh ys Yoy eee YS”, .... sind, 2, das der algebraischen Function o, (s) 
zugchirige Geschlecht bedeutet, &, &?,....&° die Lisungen einer algebraischen 
Gleichung xn‘ Grades vorstellen, deren Coefficienten wiederum rational durch 
Ly Yay ee YY”, Yo» oe YS”, .... ausdriickbar sind, und fiir welche die zugehirigen 
Irrationalititen mit Hiilfe eben dieser Grissen durch die resp. Graenzen rational 
dargestellt werden kinnen. 

Es ist nach den friiheren Auseinandersetzungen wiederum klar, dass die 
rationalen Functionen von a, y;,...~ y\"; yo, --+- ys", .... sich vermége der 
Gleichung (1) oder (2) in ganze Functionen von yf”, yf",.... vom n— 1% 
Grade verwandeln lassen, deren Coefficienten rationale Functionen von x, den 
Integralen und deren Ableitungen bis zur m — 1°" Ordnung hin sind. 

Da ferner die Differentiation der Gleichung (193) wiederum vermége (1) 
oder (2) eine rationale Beziehung zwischen den Integralen und deren m ersten 
Ableitungen liefert, diese aber nach dem oben bewiesenen allgemeinen Hilf: 
satze erhalten bleibt bei der niher angegebenen passenden Substitution anderer 
Integrale, so ergiebt sich der Satz: 

Wenn die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung 
m'* Ordnung im Abel’schen Sinne ausfiihrbar also in der Form (193) darstellbar 
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ist, so ist es auch die Quadratur eines jeden anderen Integrales eben dieser Differen- 
tialgleichung, welches ein beliebiges nicht singulires Integral der in Bezug auf den 
hichsten Differentialquotienten algebraisch irreductibeln Diffcrentialgleichung nied- 
rigster Ordnung ist, welcher jenes Integral Geniige leistet, und zwar in genau der- 
selben Form, wenn die anderen in dem Ausdrucke vorkommenden Integrale derselben 
Differentialgleichung passend gewihlt sind. 

Soll die Reductionsformel der Quadratur auf der rechten Seite von (193) 
nur die Basis der Quadratur und nicht deren Ableitungen enthalten, so ergiebt 
sich durch Differentiation der Gleichung (198) unmittelbar, dass die Transcen- 
dente das Integral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung sein 
muss. 

Zunichst kénnen wir nun eine Higenschaft der einzelnen Integralsummen, 
welche die rechte Seite der Gleichung (193) bilden, entwickeln; fassen wir 
nimlich den Coefficienten von %, in’s Auge, welcher sich in der Form 


3 S?°'V.(s, 0(s))as 
1 


darstellt, und dessen Graenzen die Liésungen der Gleichung (192) sind, so folgt 
durch Differentiation dieser letzteren Gleichung 


(e:) — f/. (0) 
de) =f (z, Y\ sn ee 8 yy”, Yo eevee ys”, oS S'S. ) dx, (1 94) 
worin / eine ganze Function 2, — 1" Grades von &, bedeutet, deren Coefficienten 


rational aus x, y;,.... Y!”, Yo, +++ yf”, ---- Zusammengesetzt sind, und wenn 
man nun diese Gleichung mit einer solchen rationalen Function von &?) und 


@, (E”) W (E, @ (E”)) 


multiplicirt, dass die linke Seite der so resultirenden Gleichung 


W(E, @. (E)) dé” 
= WE, a(EP))S (es Yar oo YS, Yor oe YP, oe EM dae = (195) 


ein Abel’sches Differential erster Ordnung wird, so folgt, wenn auf beiden Seiten 
die Summe nach p von 1 bis 7, genommen wird, 


Se fir(s a, (s)) ds 
1 


i f y- WE, (EP) fF (a0, Yas oo Yk, Yor oo Yh, on ee, EM) dar. (196) 
1 
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Da aber die Summe unter dem Integrale der rechten Seite dieser Gleichung 
eine rationale symmetrische Function von &, £,....&° ist, deren Coeffi- 
cienten rational aus a, y,,....y\", y,.... ys”, .... zusammengesetzt sind, 
sich also vermége der Gleichung (192) als rationale Function der Gréssen 
Oy Ris 0 4 ica se BP es 


Bis 50 YS go os BI ee) 


darstellen lisst, so folgt 


a E(p) ; 
ye fw (s, a, (s)) ds = [{7F@, ee ok ee ee 
1 : 


und wir erhalten daher den nachfolgenden Satz: 

Ist die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung m‘” 
Ordnung im Abel’schen Sinne ausfiithrbar, also in der Form (198) darstellbar, so 
wird fiir jede Art von Abel’schen Integralen, die auf der rechten Seite von (193) 
vorkommen, die Summe eines jeden Systemes von Integralen ERSTER Gattung, deren 
Anzahl durch die den Integralen zukommende charakteristische Zahl x, bestimmt wird, 
und deren Graenzen durch die Gleichung (192) definirt sind, gleich einem Integrale, 
dessen Basis eine rationale Function der Integrale y,, y,,.... der gegebenen Differ- 
entialgleichung und deren Ableitungen bis zur m‘*” Ordnung hin ist, oder anders 
ausgedriickt, dann gicbt es immer eine Quadratur einer aus den Integralen und 
deren Ablettungen rational zusammengesetzten Function, welche gleich der Summe von 
n, Integralen erster Gattung ist, die zu trgend einer in der Reductionsformel (193) 
vorkommenden Art von Abel’schen Integralen gehiren. 

Setzt man 


(m) m 


q 4 f / ( 
oe ee ee | ee 


=z 
und differentiirt diese Gleichung &.m mal nach x, indem man die héheren Ablei- 


tungen der Integrale als die m** vermége der Differentialgleichung (1) eliminirt, 
stellt diese Am + 1 Gleichungen mit den & aus (1) hervorgehenden Gleichungen 


yf =f (a, Yi Yir ele ene gp*), yy” =f (x, Yo: Ya os 99 oo, ann 
yo =F (0, Yur Yls e+ + YH) 


zusammen und eliminirt aus diesen k(m-+1)+ 1 Gleichungen die &(m+ 1) 
Gréssen 


aut m) , eee am) aah (m 
hts <> He tthe Dac Ree 
35 








q 
‘ 
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so ergiebt sich fiir z die algebraische Differentialgleichung x.m‘*? Ordnung 


066252), 20 POO 
und wir finden somit, dass 

die Summe der eben aufgestellten n, Integrale erster Gattung im Allgemeinen der 
Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung km‘*" Ordnung 
gleich sein wird, und somit wieder gleich der Quadratur einer algebraischen Differ- 
entialgleichung m‘* Ordnung, wenn in F, also auch in der im Abel’schen Sinne 
ausfiihrbaren Quadratur die algebraischen Functionen der rechten Seite von (171) 
nur die Basis y, der Quadratur und deren Ableitungen enthalten. 

Bevor wir in der allgemeinen Untersuchung weitergehen, sollen zuniichst 
einige Siitze itber die zwischen Abel’schen Integralen stattfindenden Beziehungen 
oder iiber die Transformation Abel’scher Integrale entwickelt werden. 

Man nennt ein Abel’sches Integral 


J, yee 


worin y eme zum Geschlechte p gehérige algebraische Function von «x ist, reducirbar, 
ae ac Ly Uy u ; 
sae ya =e F(«,f thas, Ufo, os Stas) (199) 


ist, worn F eine algebraische Function der eingeschlossenen Grissen bedeutet, 
Yiy Yo, ++++Y, algebraische Functionen von s vom Geschlechte py, pz,... + Pp; 
ferner Uy, Ug, +... %U, algebraische Functionen von x und py, pr,.+.+ Pp<p sind; 
ist das Geschlecht einzelner algebraischer Irrationalititen Null, so gehen die zuge- 


horigen Integrale in Logarithmen tiber. 
Aus dem oben allgemein bewiesenen Satze fiir die im Abel’schen Sinne 


reducirbaren Quadraturen von Integralen beliebiger algebraischer Differential- 
gleichungen wird sich somit der Satz ergeben : 

Ist ein Abel’sches Integral auf solche niederen Geschlechtes reducirbar, so ist 
dasselbe cine mit constanten Coefficienten verschene lineare Function logarithmischer 
Transcendenten und Abel’scher Integrale von der Form 


J yd = 04% logZ +....+4%, log, 
(1) tm) 
1V, (s, assed ca +e “V,(s, o (5)) ds } 


a2 (s, o,(s))ds+. ee 2 (s, QO, (s)) ds}, 
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worth W,....U., B,....B Constanten, U, B,...-¥B, rationale Funcetionen 
von x und y sind, m, das der algebraischen Function w,(s) zugehirige Geschlecht 
bedeutet, &, E°, .... E"° die Lisungen einer Gleichung r* Grades vorstellen, deren 
Coefficienten wiederum rational durch « und y ausdriickbar sind, und fiir welche die 
zugehérigen Irrationalititen .mit Hiilfe eben dieser Grrissen durch die resp. Graenzen 
rational dargestellt werden kénnen. 

Der eben ausgesprochene Satz wird sich, wie der Sinn der Herleitung des- 
selben ergiebt, auch so ausdriicken lassen : 

Jede zwischen Abel’schen Integralen mit algebraisch von einander abhingigen 
Graenzen existirende algebraische Bezichung ist eine mit constanten Coefficienten 
verschene lineare Relation von der Form (200). 

Aber es tritt nunmehr die wichtige Frage auf, ob nicht eine algebraische 
Beziehung zwischen Abel’schen Integralen noch andere Functionen als Integrale 
algebraischer Functionen enthalten darf, wovon sich z. B. als ganz specieller Fall 
die Frage herleitem wiirde, ob nicht ein Abel’sches Integral mit Hiilfe anderer 
Transcendenten ausfiihrbar oder integrirbar sein kénnte. 

Nehmen wir zuniichst an, es bestiinde eine Relation der Form 


Syd = F(a, on yds , yodls , ere: Stas), (201) 


worin / eine algebraische Function der eingeschlossenen Groéssen, y,...+ Y> 
algebraische Functionen von s, uw, %,....u, algebraische Functionen von x 
und 7, %2,-..-..%, transcendente Integrale der resp. algebraischen Differential- 


gleichungen erster Ordnung 


dy __ dy ; ty 
“a. =f/(n, a), de a (% w) , ne te (a ) (202) 


sind, und werde angenommen, dass nicht schon zwischen den Argumenten von 
F selbst eine algebraische Beziehung bestehe. 

Um die Méglichkeit der Existenz einer solchen Beziehung zu untersuchen, 
differentiire man (201) nach « und erhiilt 


Cr , oF OP ag. |e 
gma, Ea. Ay t+. he te 


oF OF 
+ PE (Wey tee es (208) 
0 f yds % J yas ' 
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da aber diese Relation eine algebraische Beziehung zwischen den Argumenten 
von F' gegen die Voraussetzung liefern wiirde, so muss dieselbe in allen diesen 
Gréssen identisch sein, und man wird daher in dieselbe z. B. statt 7, jede Grosse also 
auch das allgemeine Integral der ersten der Differentialgleichungen (202) setzen 
diirfen, welches wir mit /, bezeichnen wollen; da dann die Integration der so 
entstehenden Gleichung (203) 


J yda +0= F(a, i ae wis, ...f yds) (204) 


liefert, so folgt durch Zusammenstellung von (201) und (204) 


P (2, By tayo 06M guile, of yds) 
= F(a, a, ae Jinas, er JS 4.as) +c, (205) 


worin c eine Constante bedeutet. 
Nehmen wir nun an, dass die Differentialgleichung erster Ordnung 


a =f (7, x) (206) 


die EHigenschaft habe, dass das allgemeine Integral H, eine algebraische Function 
des particuliren Integrales 7, also 


H, = F, (x, %, *) (207) 
sei,* so ginge die Gleichung (205) in 
F(a, ACh. ee tes J nds, ‘sancbee yuis ) 
=F(2, a ands, wr J tas) +e (208) 
iiber und muss, da eine algebraische Beziehung zwischen 


hs Tas ee es f yids, «+f eds 


ausgeschlossen war, eine in allen diesen Gréssen identische sein, wobei c eine von 
der willkiihrlichen Griésse x abhiingige Constante sein wird. 





* Wenn in der Gleichung (201) die rechte Seite nur eine algebraische Function von a und 7, wire, 


also die Gleichung (205) 
F(a, H,)=F(2,)+¢ 


lautete, so wiirde aus dieser Gleichung schon von selbst folgen, dass H, eine algebraische Function von 


yy ware. 
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Differentiirt man nun die Gleichung (208) nach 7, und &, so ergiebt sich 

















OF (e, Fs tas+++.) OR (e, 1%) _ OF (es m---) ) 
aR or mm (209) 
OF (2, Fi, tas-++.) OF (0% 8) _ Be | 
OF, - ok ~~ Ok 
und hieraus P 
F.(x, m, k 
Jl Ce yd, ... Sve) a ) 
On =¢ OF, (2, 7, &) 
Oko” 
als eine wieder in allen bezeichneten Gréssen identische Gleichung und daher 
F(a, ee yds , ee Sas) =¢o(«,%4)+ L, (210) 


worin @ eine algebraische Function sein muss und Z die Grésse 7, nicht mehr 
enthalt. Nehmen wir nun an, dass fiir alle Differentialgleichungen (202) das 
allgemeine Integral eine algebraische Function eines particuliren Integrales 
der resp. Differentialgleichung ist, und bemerken, dass die Integrale 


yds = £ 


ebenfalls Integrale von Differentialgleichungen erster Ordnung von der Form 


= = (Ya)uqtta (211) 


sind, fiir welche der algebraische Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und 
einem particuliren integrale 


E=f, +h 


lautet, so folgt nach (210), dass die Form von F lautet* 





Uu U 
* Setzt man namlich in (203) statt fy ,ds die Grésse fy ,ds+k, so erhilt man 


Uu 
|ac= r(x, Mace acaiot ia [rias+e, anes | yeas) 


und somit statt (205) die Beziehung ~ 


Uy Ug Uy Ug 
F(2, Diy san Ma [thas +2, er cas) =F(2, eter? [as «we fucas) +6, 





adore eee 
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Peitigitgy << tes f qnds, ..- Stet) 
=$1(@, 1) +Or(@, E+... +O DEAS pds +... + Af Gide (212) 
oder nach (201) 
Syte=oi(e, Wola, m+. 46.00, a) +A nds t+. +4, [yeds, (213) 


worin die @ algebraische Functionen und die A Constanten bedeuten. 


Setzt man nun 
Pr(x, Y,)=&, (214) 


und transformirt mit Hilfe dieser Substitution die Differentialgleichung 


pe, 2) (215) 


in die Differentialgleichung erster Ordnung 


dé,. 
= 216 
de Q, a a), ( ) 


fiir welche der dem angenommenen Zusammenhange 


H,= F, (x, %,, k) (217) 


vermége (214) entsprechende algebraische Zusammenhang zwischen dem allge- 
meinen und einem particuliiren Integrale 


E, =, (x, So k) (218) 


lauten mége, so wird die Beziehung (213) in 


J yde=hy + b+ eReed +8, + Af nds + Pane +4, fy.ds (219) 





U 
woraus durch Differentiation nach | y ,ds und k sich 


Uy, Ug Uy, Us 
oF (2, My yseee Mrs [tids+, er |veas aF (2, Tre. frsas, ws yeas) 


Uy, UW 
o(rsas-+2) r) \risas 


al uU ‘U u 
or F(x, Yaisecor tes ads, ahenate [reds) = a, [tids-+ ae 








Uu 
folgt, worin M von [ias unabhangig ist. 
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iibergehen, und daher genau nach den fritheren Schliissen 
®, (x, &.,k) =E,+e (220) 
und nach (218) B.=&.+e; 
daraus folgt aber vermége (216) 
“Or (Ee + 6, 2) = 0, (Ep, 2) 
und somit, weil c beliebig ist, 


a, (€,, 2) = Q,(z), (221) 


worin Q, (a) eine algebraische Function bedeutet und vermége (216) 


E, = f 0, (x) de 


ein Abel’sches Integral, also nach (214) 7, eine algebraische Function von a und 
einem Abel’schen Integrale ist, so dass (219) in 


Jyaz we Jo (a)da+.... + fa, (a) dx+ A, y,ds-+ Sak +4, fads (222) 


iibergeht, die Relation also nur Abel’sche Integrale und zwar in linearer Form 
enthalten darf; selbstverstindlich kénnen die letzten Integrale auch in Abel’sche 
Integrale mit der oberen Graenze « umgesetzt werden. 

Wir erhalten somit den folgenden Satz : 

In eine algebraische Beziehung zwischen Abel’schen Integralen kinnen nie andere 
Integrale von solchen algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung eintreten, 
deren allgememes Integral von einem particuliren Integrale algebraisch abhiingt, 
oder anders ausgedriickt, . 

Die algebraische Reduction eines Abel’schen Integrales ist nie durch Integrale 
von solchen algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung méglich, deren allge- 
meines Integral eine algebraische Function eines ihrer particuléren Integrale ist. 

So wiirden also in eine solche Beziehung nie die Exponentialfunction, die 
elliptischen Functionen, kurz keine Function eintreten diirfen, die ein Additions- 
theorem besitzt ; denn hat 7 = Y(x) ein Additionstheorem, so dass 


V(e@ + y)=o0(4 (x), ¥(y)), (223) 
ist, worin @ eine algebraische Function bedeutet, so folgt durch Differentiation 
nach w und y 


Vet N= AV O)=ay Ey VW) 
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und es ist somit, indem man fiir y irgend einen constanten Werth gesetzt denkt, 
X= (a) das Integral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 


O(d (a), ¥(@))=0 X'=f(X), (224) 


welche von der unabhingigen Variabeln frei ist; da aber hieraus unmittelbar 
folgt, dass auch (a+ c) ein Integral also das allgemeine Integral von (224) ist, 
und ausserdem nach dem Additionstheorem (223) 


Y («+ c)=o0(4 (2), ¥(c)) (225) 


ist, so ist die Bedingung erfillt, dass das allgemeine Integral eine algebraische 
Function eines particuliren ist und es kann somit keine solche Function in der 
Reductionsformel eines Abel’schen Integrales vorkommen. 

Wenn das Abel’sche Integral auf eine Reihe Abel’scher Integrale und ein 
Integral einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung reducirbar 
wiire, also die Gleichung (201) die Form hiitte 


yde = F(x, 1, yds, er yds (226) 
Syie=F (em f ) 


so wiirden nach den friiheren Auseinandersetzungen die Abel’schen Integrale 
der rechten Seite in linearer Form mit constanten Coefficienten vorkommen 
miissen, und da dann die Gleichung (226) die Gestalt annihmd 


J Yda= (0, 7), (227) 


indem die additiv verbundenen Abel’schen Integrale in eins zusammengefasst 


sind, so wiirde durch Differentiation sich wieder 


=F + 2 rn, 2) 


ergeben, und da 7, keine algebraische Function sein soll, also diese Gleichung 
eine identische sein muss, wieder durch Integration, wenn H, das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung erster Ordnung bezeichnet, 


o (x, H) = (x, m) +e 


also das allgemeine Integral eine algebraische Function eines particuliren Inte- 
grales sein miissen, welcher Fall fiir die Existenz der Gleichung (227) als unstatt- 


haft erwiesen war ; es folgt somit, 
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dass zwischen Abel’schen Integralen und E1nEM Integrale einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung ein algebraischer Zusammenhang nicht statt- 
finden kann. 

Betrachten wir endlich den allgemeinen Fall der Beziehung (201), worin 
%,,....%, Integrale von algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung 
sein sollen, so musste die Gleichung (203) eine identische sein und somit durch 


Substitution von Ji y,ds + 2 statt | yds, wenn % eine willkiihrliche Constante 


bedeutet, durch Integration und Zusammenstellung mit (201) sich 


F(#, ror. yds, .. ; fas +A, fy cls ) 
=F(«, Wiig ns a a Taree JS yas, — JS jas) +e (228) 


ergeben, welche wieder der gemachten Annahme gemiiss eine identische sein 
muss, woraus nach wiederholt dagewesenen Schliissen 


F(z, eee Juas, eae fies) 


=(",%,-..-%)+ A, [nds . ee ° A, f'i.ds (229) 


folgt, wenn @ eine algebraische Function und A,,....A, Constanten bedeuten. 
Da nun aus (201) 
Jyde = ole, ny D+ AS ds +... + AS ids (230) 
sich ergiebt, ausserdem die Abel’schen Integrale in ein solches 
Pyrat — As (yo)ugul) de = ff Vax 


zusammengefasst werden kénnen, so miisste 


J Vax = 0 (« SR 4 (231) 


sein; da aber durch Differentiation 


OP, Oe ay 
Y= ae + ay, (m, a) +....+ Sf, (7%, &) 
folgt und diese Gleichung wieder eine identische sein muss also auch bestehen 
bleibt, wenn 7,,....%7, durch die allgemeinen Integrale H,, H,,.... H, ihrer 


36 
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resp. Differentialgleichungen ersetzt werden, so wird wieder durch Integration 
und Vergleichung mit (231) 
@ (x, H,, H,,.... H,)=o(x, m, %,..-- be (232) 


oder J Yde + c=0(w, Hy, H,.... H,) (233) 
folgen; lassen wir nun 7, .... 7, unverandert, so dass aus (233) 


Jf Yde + hk=o(e, Hy, m,-- +m) (234) 


folgt, so wiirde sich nach (231) und (234) H, und y, durch dieselben Functionen 
ae J Ydz algebraisch in derselben Weise ausdriicken lassen, also alle 


Integrale der Differentialgleichung 
= =f, (m1, w) 


durch denselben algebraischen Ausdruck derselben Functionen dargestellt sein, 


wenn nur die additive Constante bei J Ydx entsprechend geindert wird; dies 


kann aber im Allgemeinen fiir Differentialgleichungen erster Ordnung nicht 
stattfinden, deren Integrale verschiedene selbstiindige Transcendente darstellen, 
wenn nicht ihr allgemeines Integral eine algebraische Function von particuliren 
Integralen ist. Es ergiebt sich somit der Satz: 

Zwischen Abel’schen Integralen und Integralen von algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung kann mie ein algebraischer Zusammenhang stattfinden. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die angewandten Betrach- 
tungen, auch wenn die y nicht algebraischen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung angehoren, hiufig zu einfachen Resultaten fiihren. Sei z. B. die Reduction 
eines Abel’schen Integrales auf andere solche Integrale und auf das Integral und 
dessen Ableitungen irgend einer algebraischen Differentialgleichung beliebiger 


Ordnung of ae Fy Hy OO) (235) 


zu untersuchen, und werde diese Reductionsformel dargestellt durch 


Syda= F(c, th, ss a, Sas, 7 Sia), (236) 


so darf zunichst angenommen werden, dass zwischen den Argumenten der alge- 
braischen Function # ein algebraischer Zusammenhang nicht stattfindet, weil 
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man sonst die entsprechende Anzahl Abel’scher Integrale aus der rechten Seite 
von (236) herausschaffen und die so transformirte Reductionsformel der weiteren 
Untersuchung zu Grunde legen wiirde. Da nun die Differentiation von (236) 
mit Benutzung von (235) die Beziehung 


a. oF, oF 
—~ Oa +> m+. + ani" =a J (%, m, ni"—”) - 
F 
+ —— (aa +. +a Woda 
yds re] Yods 


liefert und diese der gemachten Annahme gemiiss identisch sein muss, so wird, 
wenn /, irgend ein anderes Integral von (235) bedeutet und /,, h,,....h,, ¢ 
Constanten sind, 


J ya +o= F(x, H,, Hi,.... He, fpdethy,... [ids +h, — (287) 
sein, woraus zunichst wieder nach wiederholt dagewesenen Schliissen 

[ydat OHA [pds +A, fide t+ .. +4, fy.dst+o(w, Hy, Hi, .. Hi") (238) 
oder J Yae + C=a(a, H,, Hi,.... He"-») (239) 
folgt. Da nun J Yao + C= 0 (0, m, nh... nf?) (240) 


ist, so wird durch Zusammenstellung mit (239) 
a(x, H,, AY,....Ae-”)=o(a, m, m,.... nf) + &, (241) 


worin K eine Constante bedeutet; machen wir nun fir die Differentialgleichung 
m‘** Ordnung (235) die Annahme, dass das Integral 7, nicht schon einer alge- 
braischen Differentialgleichung niederer Ordnung als der m‘*" genogt, und dass 
dieselbe ferner die Higenschaft hat, dass auch uy, worin w ein willkihrlicher 
constanter Multiplicator ist, ein Integral von (235) ist, so wird die aus (241) 
entspringende Relation 


@(%, um, unt, .... un”) =o(x,m, m.... ni) +H, (242) 


eine in allen Gréssen identische sein miissen. Differentiirt man dieselbe nach 
m,m,----7\"—» und u, so folgt 














Ow (x, um, ... ent"—? do (x, ,.-..ni\"—") mo 0a (x, wn, ... un\"—”) 
Aaa iene a a Oun\"— 1) le 
Oo (%,m,--- ni") Aw(x, um,---) Ow (x, uny,---) on, 
? = ’ (1) ’ _(m—1) — bevel 
— On(™— or ’ oun, Ho. Ouny— 1) Ou 
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und hieraus die Gleichung 


Qo (er tines Mf), Boles meee?) | 
1 acne a 
Ny On, / oni 
(m—1) Cw (a, Yyy eee wn) a iG 


+ Nn on) ae [f Ou ’ 











die wiederum in 7, 7{,....{"—” identisch sein muss. Diese partielle Differ- 
entialgleichung fiihrt auf das System totaler Differentialgleichungen 


dy, dny _ _ dn" da 





mm ~ le 
Ole 
woraus 


nl! OK. 
‘ = Om—1) a=" 5, loemt 8B, 


1 
1; ——~ == yg, - oo P 
1 “1 


also OK, 
o= lL Ou og m+ (2, 


/ / (m—1) 

nN Nn ; 

2. oe :: (243) 
il 


ss areca b] . . . . ’ x 
nN 11 “1 


folgt. Da aber w eine algebraische Function von 7, z{,....7{"—» sein soll, so 


K, ; —_ 
muss oa = 0 sein und somit die Gleichung (240) in 
(m —1) 


[¥de+ =o(e, B, ™,....—) (244) 


Ny 1 


iibergehen, eine Reductionsformel, wie sie z. B. stets fiir ein Integral y, einer 
linearen homogenen irreductibeln Differentialgleichung stattfinden miisste. Aus 
(244) kann man z. B. schliessen, dass zwischen Abel’schen Integralen und der Funce- 
tion 4 =e, (245) 
welche der Differentialglewchung 

nn! — 4° — ny! = (246) 
geniigt, eine algebraische Bezichung me stattfinden kann ; denn da einerseits ¢ nicht 
schon einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung geniigt, anderer- 
seits auch uc® ein Integral der Differentialgleichung (246) ist, so wiirde die etwa 
bestehende Reductionsformel nach (244) lauten miissen 


- Yda + C,= $ (a, &) 


und dies ist nach dem Friiheren unméglich, da Exponentialgréssen nicht in eine 
algebraische Beziehung zwischen Abel’schen Integralen eintreten kénnen, und 
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ihnliche Resultate kann man fiir die aus anderen Functionen, welche algebraische 
Additionstheoreme haben, iterirten Transcendenten herleiten. 

Nach Ausfiihrung dieser Untersuchungen fiir Abel’sche Integrale wird auch 
der Weg vorgezeichnet sein, auf dem man bei der Untersuchung der Quadra- 
turen von Integralen algebraischer Differentialgleichungen fortzuschreiten hat, 
wenn man nicht bloss wie oben in Gleichung (171) eine Reduction auf Abel’sche 
Integrale, deren Graenzen algebraisch aus der Basis der Quadratur und deren 
Ableitungen sowie anderer Integrale derselben Differentialgleichung und deren 
Ableitungen, voraussetzt, sondern analog der oben fiir Abel’sche Integrale 
definirten Reduction auch in diesem allgemeinen Falle die Reduction folgender- 
massen definirt. 

Wenn y, ein Integral einer algebraischen Differentialgleichung m Ordnung 
y+ F(a, ys yf, yO?) yO. EB (x,y, yo. y™")=0 (247) 
ist, wortn Fy, .... F,, rationale Functionen bedeuten und welche in Bezug auf den 
hichsten Differentialquotienten y™ mit Adjungirung von wy, y/,....y"~” als 
irreductibel im algebraischen Sinne vorausgesctzt wird, so soll, wenn y, ein Integral 
dieser Differentialgleichung bedeutet, welches nicht schon einer algebraischen Differ- 
entialgleichung von niederer Ordnung als der m*” Geniige leistet,* die Quadratur 
dieses Integrales reductibel genannt werden, wenn 


=n Jf / (m / m / / 
[yde=t (x, Yrs Yi Yrs Yor Yor YS”, «a1 (Ur)s 21 (Ar), « «2a (Uz)s 2 (Ua), « » (248) 
ist, wortn F eine algebraische Function, yy, y2,....Integrale der Differential- 
gleichung (247), uw, Us, .... algebraische Functionen von yy, Yi, +++ + Yo Yoyo +> 





* Ks ist leicht einzusehen, dass y, nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung mte*T Ordnung 
und niedrigeren Grades als vom nt®2 geniigen kann; denn wire dies der Fall und diese Differential- 
gleichung 

yA, (ayy Ys oe YOY) yO fe (2, ys oye MN =O, (a) 
so verfahre man zwischen den in y!”) ganzen Polynomen des 2€ und vten Grades (247) und (a) nach der 
Methode der Aufsuchung des gréssten gemeinschaftlichen Theilers, dann ist klar, dass der jedesmalige 
Rest, wenn y, statt y gesetzt wird, verschwinden muss, da Dividendus und Divisor fiir y= y, zu Null 
werden, und die Division darf keinen den beiden Polynomen (247) und (2) gemeinsamen Theiler erge- 
ben, da (247) in y(™ als irreductibel in algebraischem Sinne vorausgesetzt wurde, somit bleibt also ein 
Rest, welcher eine rationale Function von x, y,y',....y(—) ist und aus den angegebenen Griinden 
fiir yy, verschwinden muss. Da aber y, der Annahme nach keiner algebraischen Differential- 
gleichung von niederer Ordnung als der mte” Geniige leisten sollte, so ist der Widerspruch nur so zu 
losen, dass y,; nicht einer Gleichung der Form (a) von der mte2 Ordnung und niedrigeren Grades als 
dem n'*” geniigen kann. Nimmt man umgekehrtan, dass y, nicht einer algebraischen Differential- 
gleichung m‘er Ordnung und niederen Grades als dem nte” geniigen darf, so folgt die algebraische 
Irreductibilitaét der Gleichung (247) in Bezug auf y(™ von selbst, da eine Zerlegung auch eine solche 
fiir y, nach sich ziehen wiirde. 
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und endlich 7, 72, .... Integrale algebraischer Differentialgleichungen von medrigerer 
Ordnung als der m**" oder von der m” Ordnung aber niedrigeren Grades als dem 
n bedeuten. 

Um zu zeigen, in welcher Weise die oben hergeleiteten Sitze fiir die Unter- 
suchung solcher reducirbarer Quadraturen von Integralen algebraischer Differ- 
entialgleichungen benutzt werden kénnen, wollen wir unter der Annahme, dass 
y, ein Integral der Differentialgleichung (247) ist, die Reductionsformel 


Jydo=F («, Ni; Yi» se y™, Yo: Ys; eae ys”, oe ny (uy) ; ni (uy), eee nt (%))= 2 (249) 


untersuchen, in welcher 7,(u,) ein Integral der algebraischen Differential- 
gleichung 


A Dy (as 2 My oe NOD) Wh AD, (ta, 1, 1. mY) = 0 (250) 
ist, worin «<< m, und uy, die Lésung der algebraischen Gleichung 
u-+ vy (x, Ns Yi ae -¥Y2s Yr 9 .) ud, 2 +, (x, Ys Yi Sia Yo) Yas : --)=0, (251) 


welche als eine mit Adjungirung von %, y,.... und deren Ableitungen irre- 
ductible vorausgesetzt werden darf. 
Sei z, oder die #-function durch die algebraische Gleichung definirt 


zk 4. @ (x, Nn) Yi, cee Yay Yes cee y Uy Ny (%), mi (uM), lis ae? eS 

A cag (2, Hay Bir - > + + Bar Bas > + + + 9th lth), am), .-. =O (359) 
Worin @,,....@, rationale Functionen der eingeschlossenen Gréssen bedeuten, 
und welche mit Adjungirung eben dieser Gréssen irreductibel angenommen 
werden darf, so ergiebt sich nach am Anfange dieser Untersuchung ausgefiihrten 
Rechnungen, da 


d 
oe (n}? (u)) = nf FY (wm) wy, 


und w; nach Gleichung (251) sich als ganze Function 7 — 1" Grades von wy, 
ergeben, 
f= Py + Pal t+ oe Bic (253) 


worin P,, P;,.... P,—1 rationale Functionen von 


(m) 


£.thy 8, ++ TO te ths «0 Gs. yy es + « - 


bedeuten. Da aber nach (249) z/= y ist, so geht (253) in 
Pe + Pg t+... bP + (Pi-1 — H) = 0 (254) 
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iiber und muss somit, da die Irreductibilitét der Gleichung (252) angenommen 
war, eine identische sein. Daher wird auch jede Lésung der Gleichung (252) der 
Gleichung (254) geniigen und sich daher fiir jede andere Lésung z, ebenfalls 


Pe 

24 = y, oder 

2 f yd = ey 
ergeben, so dass %g = % +e 


sein muss; da aber dies, wie oben nachgewiesen worden, fiir eine irreductible 
algebraische Gleichung nicht statthaben kann, so muss (252) vom ersten Grade 
also z eine rationale Function von 


/ / Ff, 
Uy Yrs Wir eee + Yor Yar ee ++ Uh (%), ny (Ux), 


sein, und wir erhalten den Satz: 

Ist die Quadratur eines Integrales einer algebraischen Differentialgleichung mit 
Hilfe der Integrale dieser Differentialgleichung und deren Ablettungen in algebraischer 
Form reducirbar auf das Integral einer algebraischen Differentialgleichung niederer 
Ordnung und dessen Ableitungen fiir ein Argument, das wieder algebraisch aus den 
Integralen der gegebenen Differentialgleichung und deren Ablettungen zusammengesetzt 
ist, so ist diese Reduction stets mit Adjungirung dieses letzten Elementes selbst in 
rationaler Form darstellbar, und dasselbe gilt offenbar, wenn in die Reductionsformel 
mehrere Integrale von algebraischen Differentialglerchungen niederer Ordnung, deren 
Argumente wiederum in der angegebenen Weise zusammengesetat sind, eintreten. 

Sei nun die rationale Reductionsformel 


Jpde=2(c2, Yrs Yir + Yrs Yor Yar - e+ Yorr +++ Ur, M1 (th), m1 (UH); «- . ny (u)), (255) 


so liefert das Differential dieser Gleichung 


20 20 a0 
n= “ ao tt Oy Yb PTE al + a Gay th (te) a +. (258) 


in welcher vermége der Differentialgleichungen (247) und (250) 


(ut 1 1) 
a, x0 


rational durch die niederen Ableitungen ausgedriickt ersetzt werden kénnen. 

Da in der Differentialgleichung (250) w eine durch die Gleichung (251) 
definirte algebraische Function von a, 7%, y,.... und deren Ableitungen ist, 
so kann man derselben die oben bezeichneten Gréssen adjungiren, un des mag 
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ee 
wo os ne 


die in Bezug auf den héchsten Differentialquotienten mit Adjungirung der 
Gréssen %, %, Y1,---- Ys Yor Yar ---- Ys”, .... und 4u, algebraisch irreductible 
Differentialgleichung niedrigster Ordnung, welche das Integral 7, (w,) besitzt, 


ee ee ee 
a in ss 


o o—l 
NY (u,)” + Qj (x, Uy; 1; Yi coe Yo Ys; ra (wy), n' (uw), eee ne) (2%)) N (2) 
eg (, Uy, Yay Ys + Yor Yor 0+ (th), 0'(ty), --- 2° (um) ) =O (257) 


sein. Da nun in der Gleichung (256) uj vermége (251) als ganze Function von 
u, dargestellt werden kann, so kann man diese Gleichung kurz in der Form 
schreiben 

0, (x, ty Yas Yh ~~~ > Yor Yor --- 4 (tH), 1 (u),--- 4 (am) = 0, (258) 
worin Q, eine ganze Function bedeutet und welcher 7, (w,) Geniige leistet. Nach 
der fiir die Differentialgleichung (257) gemachten Annahme folgt aber aus den 
am Anfange der Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen, dass jedes nicht singu- 
lire Integral der Gleichung (257) auch (258) geniigt, also auch (256) und somit 
durch Integration auch (255) befriedigt, dass also, wenn 7, (w,) irgend ein nicht 
singulires Integral von (257) bedeutet, 


ee 
ee el 
a 


“ 


iat igs 


gre Laas ever tess 


oe 


osetia Sar 


me hm noes 


Jf pde=2.(e, Ns ne oe % yy”, Yo; Yo Seis Yr”, 2+ 2 Uy, Ne (a), my (Uy), A ng (%)) (259) 


A Be NER NE AT 


sein wird oder endlich durch Zusammenstellung mit (255) 


2x, Hrs Fis» + Hl, Yas Yor GH,» «thy my), 21 (0), ..-n(y)) 
= O(a, Yas Ys Yrs Yor Yor = YS", « «May mh), ni(t),... ni (m))+C, (260) 


worin C eine Constante bedeutet. Diese Gleichung entspricht allgemein der 
oben fiir Differentialgleichungen erster Ordnung zu Grunde gelegten Functional- 
gleichung (208) u. f. und es ist vermége der Higenschaften der Differential- 
gleichung (257) sowohl die Moglichkeit als auch die Form der Gleichung (260) 
also der Function Q, welche die Reduction des Abel’schen Integrales liefert- 
festzustellen. 

Ks ist bekannt, dass aus den von Abel aufgestellten Sitzen iiber die rationale 
Zuriickfiihrung von Integralen algebraischer Functionen auf algebraisch-logarith- 
mische Functionen es gelungen ist, die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen fiir die Méglichkeit einer solchen Zurickfithrung aufzustellen ; wie sich 
die analogen Untersuchungen fiir Integrale transcendenter Functionen gestalten, 
soll den Gegenstand einer spiiteren Arbeit bilden. 
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Note on the Double. Periodicity of the Elliptic Functions. 


By F. FRANKLIN. 





If a function w be defined by the equation 





a fee 
eee” PY, pear | 
whence dw = V1—w* dz, (1) 


it follows geometrically from the definition that w is a singly periodic function 
of z, with a real period, viz. 2%. For if the complex variables z and w be 
represented by points in the usual way, equation (1), which may be written 


dw = iN w—1/w + 1 daz, 


shows that when z describes a straight line parallel to the axis of XY, the tangent 
to the path of w makes with the axis of X an angle equal to 37 plus half the 
sum of the angles made with the axis of X by the lines drawn from w to 1 and 





— 1; in other words, the normal to the path of w bisects internally the angle 
formed by the lines drawn from the point w to the points 1 and —1. Hence 
when z describes a straight line parallel to the axis of XY, w describes an ellipse 
having the points 1 and —1 as foci; and therefore w returns periodically to a 
given value as z receives a certain increment o. The value of @ is at once 
obtained, if, in equation (1), we attend to the moduli, instead of the arguments, 
of the factors. If we denote by s’ the length of the path described by z, by s 
the corresponding length for w, and by 7, and 7, the focal radii of the point w, 
equation (1) gives te 
ds = V ryr, ds’, 


whence s' = | ds/ V1" : (2) 


This integral, taken along the whole ellipse, gives the value of o. 

Likewise, when z moves parallel to the axis of Y, w describes a hyperbola 
having the points 1 and — 1 as foci; and it is plain from (2) that z must describe 
37 
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an infinite distance in order that w shall go off to infinity on the hyperbola. 
Hence there is no pure imaginary period. 

Since to two points w on the same hyperbola belong two values of z which 
differ by a pure imaginary, the period a, which is real, must be the same for all 
the ellipses; but the limit of these ellipses is a circle of infinite radius, for which 


we have obviously, from (2), 


rr 


oux | dS = Qn. 


This value of the integral of ds/”~/ Tr, taken along any ellipse, may also be 
obtained from the consideration that the mean proportional between the focal 
radii-of a point is equal to the conjugate diameter; then the result follows by 


_projection from the circle. 
From the fact that an ellipse is cut in only two points by one branch of a 


confocal hyperbola, it follows that there cannot be more than two values of z, 
noncongruous with respect to the modulus 27, belonging to a given value of w. 
Hence, & fortiori, there can be no other period. 

If, to fix the ideas, we suppose the lower limit in the integral 


a= f dw/V1i—w 


to be 0, and write w= (z), we have ¢(0) = 0; and it is plain from the sym- 
metry of the curves that @¢(—z)=— $(z) and @?(a+2)= — ¢(z), so that 
@ (%—z) = $(z); thus the two values of z corresponding to a given value of w 
are z and 7— 2. 

If, instead of the equation dw =V/ 1 — uw? dz, we take 

dw = V7 (a,— w)(a, — w) dz, 

where a, and a, are any complex quantities, it is plain that when z describes a 
straight line parallel to the axis of XY, w describes an ellipse whose foci are at a, 
and a,; and when z describes a straight line parallel to the axis of Y, w describes 
a confocal hyperbola. Hence, as before, w is a singly periodic function with the 
real period 2a. If dw=V7(w— a)(w— a.) dz, the ellipses are described when 
z moves parallel to the axis of Y, the hyperbolas when z moves parallel to the 
axis of Y; so that w has the pure imaginary period 277. 

To go back to a still simpler case: the path of the function w defined by 








w 
the equation z= ig dw/w, i.e. 


dw = wdz 
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is obviously a straight line through the origin when z moves parallel to the axis 
of X, and a circle with its centre at the origin when z moves parallel to the 
axis of Y. Hence w is a singly periodic function with the period 27. 


The following theorem was given by Clifford without demonstration,* and 
has been proved by a special method by Crofton (London Math. Soe. Proc. (1867), 
II, 37): 71, 2, 3, 4 be four concyclic foci of a bicireular quartic through the 
point P, the tangent to the quartic at P bisects the angle between the circles Py, Ps. 
This property may be exhibited in a form which makes the double periodicity 
of the function defined as the inverse of an elliptic integral of the first kind 
follow geometrically from its definition, in the same way in which the single 


periodicity of the function inverse to qi dw// (a, — w)(a, — w) follows from the 
like property for the ellipse and hyperbola. Namely, if we denote by 3,, the 
angle made with an arbitrary line of reference by the line joining any two 
points A and B, and by &, Sy, 3, the angles made with the line of reference 
by the tangents at P to the quartic and the two circles respectively, we have, by 
elementary geometry, 
Sy + 9y=Sa $32, Sy +S =Sp3 + S045 
but, by Clifford’s theorem, 
1 
pF — Q (dy + Sy) 5 


1 : 
rence +> — (Sy + S3;) om 5 (Spy + Spo + Sp3 + Sps)-T 


If, now, we take the arbitrary line of reference parallel to a bisector of the 
angle formed by 12 and 34, d4.-+ 3,,=0, and the above equation becomes 


1 
= Q (Spy +3 + ops + Sp); 


that is, the angle made with an axis of four concyclie foci of a bicireular quartic by 
the tangent to the quartic at any point is equal to half the sum of the angles made 
with the same axis by the four focal radii of the point ;{ an axis of four concyclic 
points being understood to be any line parallel to a bisector of the angle formed 





* Proposed as a problem in the Educational Times, March 1866, and again January 1874. 

+ Of course, in these equations, quantities which differ by a multiple of 7 are considered equal. 

} A simple algebraic proof of this theorem will be given in a subsequent article in this Journal, on 
bicircular quartics. 
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by any pair of opposite sides of the quadrangle formed by the four points; the 
directions of the bisectors are of course the same for every pair. 

If the four real foci 1, 2, 3, 4 of a real bicircular quartic are not concyclic, 
they are such that (/3, J4) and (/4, J8) are foci concyclic with 1 and 2; or, in 
other words, two of the foci are concyclic with the antipoints of the other two. 
It is easily seen that the sum of the angles made with an arbitrary line by the 
lines joining a given point to a pair of points is not altered by the substitution 
of the antipoints for the original pair of points. Also, since the line joining the 
antipoints is perpendicular to the line joining the original pair, the ‘‘ axes” of the 
concyclic foci are the bisectors of the angles between 12 and a perpendicular to 
34. Hence if, in the case of four points such that the antipoints of one pair are 
concyclic with the other pair (or, what is the same thing, such that either pair 
are conjugate points on a diameter of a circle through the other pair; which 
again is equivalent to the statement that 13:23 = 14:24) we define an axis of 
the four points to be a line parallel to a bisector of the angle formed by the 
connector of one pair and a perpendicular to the connector of the other pair, 
the above theorem holds for the four real foci, whether they are concyclic or not. 

Consider, now, the function defined by the equation 


aes 





een 


dw = V(w — a,)(w — ay)(w — a3)(w — a) dz. 

When z describes a straight line, w describes a curve whose tangent makes with 
the path of z an angle equal to half the sum of the angles made with the axis 
of X by the lines drawn from w to the points a,, a), a3, a4; or, say, the points 
1, 2, 3, 4. If, then, these points are concyclic, or if they are such that 
13:23 = 14:24; and if the axes of the four points are parallel to the axes of X 
and Y; then, when z describes a line parallel to either axis, w describes one of the 
bicircular quartics having the four points as foci ;* these ‘quartics forming two 
systems orthogonal to each other. But a bicircular quartic is a closed curve 
not in general passing through any focus; hence w is a doubly periodic function 
with a real period and a pure imaginary period ta’. The value of @ is 


fain nner 
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*I find that Siebeck (Crelle (1860), 57, 359) showed that sn (w-iv) describes a bicircular quartic 
when w or v is constant ; and that Greenhill (Camb. Philos. Soc. Proc. (1881), 4, 77) showed the like to 





be true of the function inverse to [awry (w—a,)(w—a,)(w—a;)(w—a,), if the a’s are concyclic. The 


point of view of these papers is, however, entirely different from that of the present note. 
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taken along a complete oval belonging to one system of the quartics; w’ is the value 
of the same integral taken along an oval belonging to the opposite system. And 
we have, incidentally, the theorem that this integral has a constant value for all 
ovals belonging to the same system of confocal bicircular quartics. As a limit- 
ing case, the integral of ds/W/7,7y,r37,, taken along the oval or the infinite branch of 
the circular cubic belonging to one system has the value o; for the circular 
cubic belonging to the opposite system the value is a’. 

It may be noted that there is a definite distinction between the two systems 
of quartics; viz. if it is understood that the focal radii are drawn in a definite 
sense, either all from or all éo the foci, then, in the quartics which correspond to 
the real period, the tangent makes with the axis of X an angle equal to half the 
sum of the angles made with it by these focal radii; and in the quartics which 
correspond to the imaginary period, the normal does so. 

Of course, if we have 





dw = V (a, — w)(a_ — w) (a3 — w) (a4 — w) dz, 
the only difference is that the two systems of quartics change places. 
More generally, let 
dw = ae” / (w — a,)(w — ay) (w — a3)(w — ay) dz, 
the points 1, 2, 3, 4 being either concyclic or such that 13:23 = 14:24, and let 
the axes of the four points make the angles uw and w+ 2%” with the axis of X; 
then it is plain that when z moves along a line making an angle — (A + yu) or 





— (A+ u+ 27) with the axis of X, w describes a bicircular quartic having the 
points 1, 2, 3, 4.as foci. Hence w has two periods, whose ratio is a pure imagi- 
nary; and the condition that one period be real and the other pure imaginary 
is that the axes of the four points 1, 2, 3, 4 make an angle —A with the axes 
of X and Y respectively. 

The function inverse to 


fao|va + bw + cu? + dw? + ew! 


always comes under the case we have been considering ¢/ the coefficients are real. 
Namely, when the roots are real, the points 1, 2, 3, 4 are collinear and there- 
fore concyclic; when 1 and 2 are real and 3 and 4 are conjugate imaginaries, 





the antipoints of 3 and 4 are collinear with 1 and 2; and when the roots are 
two pairs of conjugate imaginaries, the points are evidently concyclic. In all 
these cases, the axes of the points are evidently parallel to the axes of X and Y; 
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consequently the periods are one of them real and the other pure imaginary. In 
all these cases, too, it may be observed, the quartics have four collinear foci, the 
line of them being the axis of X; this has been mentioned in the first two 
cases, and it is true of the third case because the antipoints of the pair of points 
representing a pair of conjugate imaginaries lie on the axis of X. 

To bring the case of 

dw = ae*/(w — a,)(w — a2)(w — ag) dz 

under the foregoing, we must regard a, as having gone to infinity along the axis 
of X, so that the angle made with the axis of X by the line joining w to a, shall 
be 0, and thus not affect the construction for the tangent. In order that the 
four points be concyclic, 128 must be collinear; in order that the antipoints of 
1 and 2 be concyclic with 3 and 4, 3 must be equidistant from 1 and 2. The 
paths corresponding to the periods are in this case Cartesians whose real foci 
are at 1, 2, 3 (the focus at infinity being ignored). 

In particular, 








dw=V/at bw + cu* + dw’ dz 
falls under these heads if the coefficients are real. In this case, the three real 
foci are in the axis of XY when the roots are real; one real focus and two imagi- 
nary foci are in the axis of X when two of the roots are imaginary; and in either 
event the axes of the root-points are parallel to the axes of X and Y, so that 
there is a real period and a pure imaginary period. 
There is nothing to prevent our dropping one more factor, and considering 


the path corresponding to 





dw = WV (w — a,)(w — ag) dz 
as arising from the preceding by a, as well as a, going to infinity along the axis 


of X. Only, in this case, one of the periods, which is faire, taken along a 


hyperbola, becomes infinite, the denominator being an infinite of the first order. 


If a function w be defined by the equation 
= fF w) dw, (1) 


J (w) being any function with real coefficients, then the general equation of the 
curves described by w when z moves parallel to the axis of Y furnishes the 
addition-equation of the function w. For if we write 


w= (2), z= 9" (w), (2) 
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then, since the coefficients in /(w) are real, there is evidently no loss of generality 
in assuming 

go '(X + iY) = conjugate of p-1(X — iY); (3) 
hence (denoting the rectangular coordinates of z by X and Y) to say that z 
describes a line parallel to the axis of Y is the same as to say that 


go (X+iY) +97! (X— iY) = const. (4) 


Therefore the equation of the curves described by w when z describes any line 
parallel to the axis of Y is equivalent to equation (4). Let us, then, put 


A++Y=2, X—iY=y; (5) 
equation (4) becomes 
gp * (x) +" (y) = const. (6) 
and the equation of the w-curves becomes an equation of the form 
Fla, 9, C)= 6, (7) 


which, being equivalent to (6), is the addition-equation of the function @. 
Of course the connection between (6) and (7), or, say, between the differen- 
tial equation I (a) da + f(y) dy =0 


and the equation F(a,y, C)=0 
is a purely analytic one. Having once obtained the latter equation, we have no 
longer anything to do with the original significance of « and y, nor with the 


question of the reality of the coefficients in /. 
What we have found, then, may be stated as follows: Let a function w be 


defined by the equation P = fF (w) dw, 


the coefficients in / being literal. If, on the supposition that these coefficients are 
real, the general equation of the curves described by w when z moves parallel to 
the axis of Y, converted into an equation in w and y by the substitution 


ea X+tY, y= X—1tY, 
is F(x, y, C)=0, 
then this equation is the solution of the equation 
f(x) du + f(y) dy = 0, 
or, in other words, is the addition-equation of the function w; and the result 
holds, of course, whether the coefficients in / be real or imaginary. 
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In like manner, the equation of the curves described by w when z moves 
parallel to the axis of XY, converted into an equation in # and y by the substitu- 
tion e=X+iY, y= X-1Y, 


is the solution of the equation 


f(a) dx — f(y) dy =0. 
If the two sets of curves are comprised in a single equation, this is, of course, 
the solution of J (x)det f(y)dy=0. 


For example, to find the addition-equation of the function w defined by the 





equation gus f ie [7S Aw* + 2Bw + C. 


We know that when z moves parallel to the axes of X and Y, the paths of w are 
the confocal ellipses and hyperbolas having their foci at the root-points of the 
quadratic under the radical sign. Expressing everything in the circular coordi- 
nates x and y (= X+72Y, X—diY) the foci are evidently given, when A, B, C 
are real, by the equations 

Az’ + 2Brz + C?=0, Ay’ + 2Byz+ C?=0, 


the z being introduced for homogeneity. Hence the equation of the required 
curves is 
ax’ + by? + cz + Afyz + 2gza + 2hay=0, 
with such conditions among the coefficients as will make the preceding pair of 
equations represent the pairs of tangents from (a, z) and (y, z) respectively. 
These conditions are evidently 
Q:gi:4=A:—B:C, g:f1:h=A:—B:7C, 


where a, is the minor of a in the determinant of the conic, etc. Hence we at 
once obtain 
m +: 6 : « : St : g : & 
=AC— B:AC— B: C?— H*: BC— BH: BC— BH: B’ — AH, 
H being an arbitrary constant. Therefore the equation of our required system 
of curves, or in other words, the solution of the differential equation 
dx dy 


J da 2Ba-+O~ Ay’ + 2By +O” 


is 


(AC—B)(2?+ 9’) + 2B%ry + 2BO (x+y) + O'— 2H Acy +B (a+y)}—H?=0, 
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the result holding true, of course, whether A, B, C are real or not. The result 
might, of course, have been otherwise obtained by writing the equation of the 
confocal conics in X and Y and then transforming tox and y. In particular, 





the integral of de n _ 0 
V1—#7 V1i—y ’ 
obtained from the above by putting A, B, C=—1, 0, 1, is 
o+ty—1— 2Hxy+H=0, 
whence H=ay+vV(1—2*\(1—y/), 


which is equivalent to the formula 


cos (wu + v) = cos u cos v F sinwu sin v. 


In the same way, to obtain the addition-equation of the function w defined 
by the equation 





a= f dw/V Aw + 4Bu*? + 6Cu*? + 4Dw+ E, 


in which the coefficients are perfectly general, we have only to find the equation, 
in circular coordinates, of the bicircular quartics whose foci are given by 


Azg'+ 4Ba®z+ 6 Cx’2? + 4Da28 + HA=0, Ay'+ 4By’2+6 Cy? + 4Dy2 + EA=0; 


that is, of a system of confocal bicircular quartics, four of whose foci (not neces- 
sarily the real ones) are in a straight line. The solution of this problem (which 
presents no difficulty) will be contained in an article shortly to appear in this 
Journal, on bicircular quartics. 


But it is to. be observed that while the method we have been illustrating 
gives the addition-equation of the function w for the most general case, it gives 
the path of w (corresponding to a motion of z parallel to the axes) only in 
the special case when the coefficients are real. So far as the elliptic functions 
are concerned, we had found the paths of w corresponding to two periods in the 
more general case when the root-points of the biquadratic are concyclic or what 
may be called anticoncyclic; but we have not considered the path of w at all in 
the general case where no restriction is placed upon the position of the root- 
points. What we want in this case is a curve such that the tangent at any point 
makes with some axis an angle equal to half the sum of the angles made with the 

38 





292 FRANKLIN: Note on the Double Periodicity of the Elliptic Fumctions. 


axis by the lines joining the point to four fixed points whose position is arbitrary. 
I have not succeeded in geometrically determining such a curve.* 

Finally, it may be worth while to make an obvious remark concerning the 
cases which have been considered. Since the sum of any integer multiples of 
two periods is a period, and conversely, the path of w will be a closed curve not 
only when z moves in the two mutually perpendicular directions corresponding 
to the periods already noticed, but also whenever z describes a straight line, the 
tangent of whose angle with either of these directions is the ratio of any integer 
multiples of @ and a’; and in no other case. Hence we have the geometrical 
theorem that the oblique trajectory of a system of confocal bicircular quartics, 
the angle of intersection being a, is a closed curve for an infinite number of 
values of a; viz. whenever 


m fds/V regret 
n fas [AS Tyros" 





tan a = , 


m and n being integers, and f and J being taken along complete ovals belong- 


ing to opposite systems. 
In the case of the confocal conics, the corresponding function having only 


one period, none of the oblique trajectories are closed curves. 


*Its differential equation in circular coordinates is, however, obvious, and is immediately integrable 
by elliptic functions. See an article on ‘‘Some Applications of Circular Coordinates,’’ to appear shortly 
in this Journal. 











On the Surfaces with Plane or Spherical Curves of 
Curvature. 


(For first part see vol. XI, No. 1.) 


By Pror. CAYLey. 





I consider next the case 


PS4° = Serret’s third case of PS. 


The six equations are 


A+ B+ CC =e 1, 
ax + by = Im, 
Aa + Bb = (if, 
rt+yt2— 202 = 2p, 


Az + By + C(z—#)= m, 
Ada + Bdy + Cdz == 0+ 


where 6 has been written in place of y: m is a given constant; a, b, 7 are func- 
tions of ¢; vis a function of 6. The equation ax + by =/m evidently denotes 
that the planes of the plane curves of curvature are all of them parallel to the axis 
of z, or what is the same thing, they envelope a cylinder; in the particular case 
m= 0, they all of them pass through the axis of z. In the general case, the 
required surface is the parallel surface, at the normal distance m, to the surface 
which belongs to the particular case m=0. This is not assumed in the investi- 
gation which follows, but it will be readily perceived how the theorem is involved 
in, and in fact proved by, the investigation. 

I obtain the solution synthetically as follows: 

Taking 7, a, b functions of ¢, a? +b? = 1; 7, a,, b, their derived functions, 


2 
aa, + bb, = 0; Q= qi 


Ve + bi; © a function of 6, © its derived function, 


39 
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20. _ WTO T—O 


Bax 3? , and therefore P? + Q@’=1; then writing 


ai ?=F7re@ °=TreE 
1 yy 
A, an bor tha), 


w= Fal *ar—s0) 


(where Aj + Bj + Cj} = 1) we assume 
x= mA, + aMP, 
y= mB, + b&UP, 
ecmel mC, + 6 + MQ, 
equations which determine x, y, z as functions of the parameters ¢ and @. As 
will presently be shown, we have A,dx + Bydy + Cjdz=0; and we have thus 
A, B, C= A,, By, Co; and this being so, we easily verify the six equations 
A? + B+ C =i, 
ba — ay oe (— = 70 ; 
_ i 
bA — aB — (— OT a > 
etyt(z2—b? =mM+ M+ F, 
Az + By+ C(z—6)=™m, 
Adx + Bdy + Cdz = 0, 
which are the six equations of the problem with the values a=b, b=—a, 
27, 1 
FT a’ 
— ‘ :' ‘ 7, #1 
We in fact at once obtain the third equation bA, — aB, = — ar JQ’ and 


i= — Q=—m+ DM’, for a, b, Zand Qv. 


thence the second equation ba — ay = m(bA, —aB,), =m (— a sa): then 


for the fifth equation we have 
Ax + By + C)(z2— 0) = m+ Mi (Apa + Bob) P+ C,Q},=m, 
since (A,a+ Bb) P+ C,Q=0; and for the fourth equation we have 
+ y+ (z— 0) =m + 2m} M(Aa+ Bb)P+ CQO}+ M, =m + M. 
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It remains only to prove the assumed equation A,dx + Bydy + CQdz=0. 
Writing for a moment X, Y, Z=aMP, bMP, 6+ MQ we have 


Ajda + Bydy + Ojdz = Ay(md A, + dX) + B, (mdB, + dY)+C,(mdC, + dZ), 
—AdX + BdY+ CdZ, 


since A,dA, + B dB, + C.dC, = 0 in virtue of 47+ B+ C2—1. 
We have thus to show that if X, Y, Z=aMP, bMP, 6+ MQ, then 
AdX + BdY + CdZ=0; say we have 


dX = pdt + p'dé, 
dY= qdt + q'd0, 
daZ = rdt + 7'dé, 


then the required values of A,, By, C, are proportional to gr —q’r, rp’ —7'p, 
pq — p'g, and the sum of their squares is = 1. Writing for shortness MVP= fk, 
MQ = S, we have 

p=akt+akh,, p' =a, 

g=bkR+bRh,, ¢=bh’, 


r= ‘, emi +’®; 
hence 
qry—dr= b[#, (1+ 8’) — RS] +b), 2(14+ 8), 
rp —rp=— alk, (1+ 8’) — WS] —a,k (14+ 8’), 
pq —pq= — (ab,— ab) RR’. 
Here R=zMP+MP, B= BP,, 
S'’= M+ MQ, S = MQ, 
and hence 


RS'— RS = M*(PQ’ — P’Q), 
RS' — BS, = M* (PY — PO) + MM' (P,Q— PQ); 


moreover, from the values of P and Q we have 





aie _ PQ wee 
Ps ge RE: 6 op Pe: 

Ws oo ae a 1 oe 
Q = 20 | — mM’ 0, — OT Pas" 


and thence e 
T,P ! 
P,Q—PQA=— 397: PY —PQ=—- Fi PY —P'O=09; 
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also 
R= PQ+tMP,=P(O4+Y), 14+8 =1—P*+M'0,=0(04+1); 
R,=— sn MPQ , RS'— RS= — PM, R,S'— FS, =— ohMPM, 


and consequently 
T, 
R(1+8))— RS =— 5p UP (Q+ I), 
Rit 8’) MPQ(Q+ MM’), 
RE = MP*® (Q+ mM’), 


and hence the foregoing expressions for g7’ — q'r, rp' —7'p, pq — p'g each con- 
tain the factor MP (Q + M'); and, omitting this factor, the expressions are 


{bs + Qh, {a _ —Q1, — (ab, — a,b) P; 


the sum of the squares of these values is = Ea + ai + b?, = QO, and we have 
thus the required values 
T; 
s{— bap the, 
T, 
5,—ael, 
(ab, — a,b) P 
which completes the proof. 
In the case m = 0, the solution is 
p= 20, 2V TO 20, WTO , , 20 T—O 
YH e= OTTO’ @ THO’ “TO THO 
Bonnet, in the paper (Jour. Ecole Polyt. t.20) referred to at the beginning 
of this memoir, gives for this case (see p. 199) a solution which he says is equiv- 
alent to that obtained by Joachimsthal in the paper ‘‘ Demonstrationes theorema- 
tum ad superficies curvas spectantium,” Crelle, t. 30 (1846), pp. 347-350 ; viz. 


Joachimsthal’s form is 
usin Lsina 
“= 75 eos Bessa’ 
ge 
F 1+ cos Leos M’ 
ccos Lsin M 
2= 1 cos Leow mM tJ ot Meu, 
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where Z, M denote arbitrary functions of the parameters 2, u respectively. To 
identify these with the foregoing form, I write 


ee > Sheed _ G1 _ 40V0 | 
sin A= — a, COS L=— T+1 ,» COS i= O+1 », k= 0 (0+ 1) ; 
- _ aT ; _ — 2/9. 
cosa=—b, sn L=. T+1’ sin M= ~~) 
we thus have 
sinLsina _, WP.,_ (T—1(@—1) _av¥TO+)) 
1 + cos L cos M— a OS (7+1\(O+1)’  T+90 ° 
and thence x ca 
20 wT | _ 20 | WTO 
t= eo *T+O0'I- OO ” T+O° 


Moreover, 
cosLsnM — V7O(T—1) 
1 + cos L cos M— T+9O °’ 


_ 2 2(T—1)_. 
and thence the first term of z is = @ ©+1(7+ 6): or observing that 


20 (T— 1)=(0+ 1(T—9)+ (0 — age Q), this is 


«wt, BO 1) 
=e Trot aoe 





or we have 
_ 200 T—O , W(O— 
[= om Trot 6 (+ 1) V+ foot Mdu. 
Here 
2/0 O(0+1)l 0 ll Cy he 
_ 9(@—1) 20" 
— O+1 \—< ro} +oqit or} 0. 


cot Mdu = — 


But writing 


— 20 (0 — 1) 
~ 8(O+ 1)’ 
we have 
20 (O — 1) 0’ 0’ 6” 
= @(O+F1) le "eae or} 
_ e(@—1) 2 2 20" 





O+Fl fe te —spi-o} 
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and thence 


© (© —1) 








dé + cot Miu = {— | + 57} do, = a, 
and consequently 


f+ foot Mdu=6, 


20 T—O 
Ot ey Te 
which completes the identification. 
Bonnet’s formulae just referred to, making a slight change of notation and 


correcting a sign, are 


and the value of zg thus is 


___‘I’sin6 
” = cosi(e +0)’ 
I” cos 0 
I= cosi(e+@)’ 
z2=I+7iI" tani(ec+ 9), 








where I, © are arbitrary functions of the parameters c, 6 respectively. To 
identify these with Joachimsthal’s, write 


snA=sin#, cosM= icotice, cosL= icotiO, w= —TI" cosec ie, 


cosAa=cos@, sinM=cosecic, sin L=cosec 70, 
cot M= icosic, cot L= itcosi0, 








we have 
_ wcosectOsin@d _—wusinicsinO — I["sinO | 
“= 1—coticecotiO cosi(e +0) ’ — cosi(e +6)’ 
and similarly 
ie I’ cos 0 
y cos 7(c + ©)” 


Moreover, the first term of z is 


ur cot 1 cosecic _— —picosiO _ a1” cos 1 


1 —cot ic coti® — cosi(e +O) ~ sin ic cosi(e + ©)’ 





or since 10 = i(c + 0) —ic, and thence 
cos 10 = cos tc cos 7(c + O) + sin te sini (e+ 0), 

this is = il” {cot ic + tani(c + O)}, 

and we have 

z= i" tani (¢e + 0) + a” cot ic + f cot M du. 
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But from the equation u = — I” cosecic, we obtain 

du = (— I” cosec ic + iI” cosec te cot ic) de; 
whence cot Mdu = (— iI” cot ic — I’ cot” ic) de, 
and thence 


d (ar" cot ic + J cot M du ) = (iI” cot ic + IY cosec’ ic) de 
+ (— iI” cot ic —T” cot? ic) de, = Ide; 
that is aI” cot te + focot Mdu=T, 


and consequently 
z= +i" tani(c+9), 


which completes the identification of Bonnet’s formula with Joachimsthal’s. 


SS. Tue Sets or Curves or Curves oF CURVATURE EACH SPHERICAL. 


The six equations are 
A? + B+ C? == 4, 
e+y+t+2— 2ax— 2by — 2z — 2u=0, 
A(x—a)+ B(y—b)+ C(z—c)—l1=0, 
e+ yt 2 — 2ax— 2By — 2z2—2%w=0, 
A(e—a) + B(y—8) + O(e—y)-2=0, 














Ada + Bdy + Cdz = @: 
the condition being 

aa + bB+ey—A+ut+ov == @. 
The cases are 

a|\b\e| i u la | B| y. | ar v 
Ss°}0 0/0) 2 S(mi+m') a8) tm | —3a@l 
S820 Ofc 1 k(ml+m') (ai8 0 zm — 3m! 
S'S3° | 0 | O;e,me-+am'| —3m'c—m" \a Bl) ma+am a 2m A+m'" 
| F a | 1 y | ma ; 

SS4° | 0 | bie | me+ m | mm ebm’! —m" | a. | 0} y me yt+m" ya 














where m, m', m”, m'” are constants ; b,c, 1 functions of ¢; a, 8, y, A functions 
of 6. 

SS1° gives circles (i. e. the curves of curvature of one set are circles). 

SS2° is Serret’s first case of SS. 

SS3° gives circles. 

SS84° is Serret’s second case of SS. 
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SS2° = Serret’s First Case or SS. 


Writing for convenience m’ = — /*, the six equations are 
A’? + B+ C? =1, 
e+t+yt+e—A2—m+/f =0, 

Az +By+C(z—e)—1 = 0, 


ety t 2 — 2ax— 2y—/P=0, 
A (xa—a)+B(y—8)+C(z2—a)=0, 
Ada + Bdy + Cdz =0, 


where m,/ are constants; c, 7 are functions of ¢; a, @, 4 functions of 6. The 
first set of spheres have no points in common, but the second set have in 
common the two pointsx=0,y=0,z=2+/. Hence inverting (by reciprocal 
radius vectors) with one of these points, say (0, 0, /) as centre, the spheres of 
the first set will continue spheres, but the spheres of the second set will be 
changed into planes, and the required surface is thus the inversion of a surface 
PS, which is in fact PS3°: say this surface PS is the “Inversion” of SS. We 
invert by the formulae 
er F Ay _ Kk (Z—f) 
a ee ee 
where O= X*+ Y?+ (Z—/f/. 
Writing the equation for the second set of spheres in the form 
Pty + (e— Sf) — dan — 2By + f(e—f) =0, 
the transformed equation is at once found to be 
— WX — 20V+ 2f(Z—f)+ K’=0, 
or say aX + BY—f/Z+f—ikK?=0; 
viz. this gives the planes of the Inversion. 
Similarly for the first set of spheres, writing the equation in the form 


a yh + (@—f) + 2(f— el(e—S) + 2f(f—e)—ml=0, 
the transformed equation is found to be 
12f(f—e)— mlp{X* + Y? + (Z—f)} + 2(f—e) KH (Z—f)+ K4=0; 
viz. this is 
{ 2f(f— e) — ml} (X* + Y* + Z*) + 22}(f—e)(— af? + K*) + fml} 
t+ {2f(f— eff? — K*) —frml + KY} = 0, 
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which gives the spheres of the Inversion: the two equations take a more simple 
form if we write therein KX? = 2/*; viz. they then become 


(2/f? — 2fe — ml)(X? + Y? + Z*) + 2Zfml + f? (2f? + 2ef — ml) = 0; 


or say these are 


satanasa ~— = —= 0 4 
f? (2f? + 2ef— ml) _ 0 


| xX?+ Y?+ 7? + —— Se -Z+—- i. 
2f* — 2fe— ml 2f*? — 2fe — ml 


Interchanging the parameters so as to have ¢ in the first equation and @ in the 
second equation, these are of the form 

aX+bY+cZ =0 (where’?+l?+¢=1), 

AP + Y?4+ 7? — WwZ—%AW=0, 


and the Inversion is thus a surface PS3°. 


SS4° = Serret’s Seconp Case or SS. 


Writing for convenience m!’=—mf, m”=23(¢@+/"), mm’ =—g, and 
therefore m'm” = fy, the six equations are 





A+ B+ oC? =1, 
e+ y? + 2 — by — 2(z—g)— Ay+e+fPr=o, 
Ax + Bly —b) +C(z—e) + m(f—e) =0, 
ety +t 2— wnr— 24(ze—f)—e—f* =, 
A(w—a)+By+O(e—y)—— (yt+y) = 0, 
Adx + Bdy + Cdz = 0, 


where e, f, g, m are constants; 5, c are functions of t; a, y functions of 6. 
The spheres of the first set pass all of them through the two points 


r= tV/2fy—@—f'—g, y=0, sang, 
and those of the second set pass all of them through the two points 

a’ a0, yrutke, c=f, 
where observe that these are such that 


(ea) + (y — y+ 2 = 05 
40 
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viz. the distance of each point of the first pair from each point of the second pair 
is =0. The pairs of points are one real, the other imaginary, but this is quite 
consistent with the reality of the spheres. 

The first pair of points lie in a line parallel to the axis of x, meeting the 
axis of z at the point z= g; and the second pair in a line parallel to the axis 
of y, cutting the axis of zat the point z=/. It is clear that we can, without 
loss of generality, by moving the origin along the axis of z, in effect make g to 


be = —/; the equations of the two sets of spheres thus become 
e+yt+2— wy —%4z2+/f)+é4+ 3P"=0, 
e+ y+ 2— 2ax—2y(2—f)—@—f? =0, 
or, if in these equations for e* we write & — 2/?, the equations become 
etyt2— wy—Aw(z+/f/)+e4+/fP=o0, 
e+t+y+2¢— %a—2(z—f)—@+/fP=o0, 
which are very symmetrical forms. 
The spheres of the first set pass through the two points 
s/=e=F, 0, —f, 
and those of the second set through the two points 
0, VE BD, f, 
where, of course, the two pairs of points are related as is mentioned above. 
By taking as centre of inversion a point of the first pair, we invert the first 
set of spheres into planes and the second set into spheres; and similarly, by 
taking a point of the second pair, we invert the first set of spheres into spheres 


and the second set into planes. By reason of the symmetry of the system it is 
quite indifferent which point is chosen; and taking it to be a point of the second 


pair, and writing for convenience n=V7é— 2/* (n is in fact the quantity 
originally denoted by ¢), then the points of the first pair are 
+/—n?—4f*, 0, —f, 
0 ~aee, 7, 








































and I take for centre of inversion the point (0, 7, /). 

Observe that if e=0, f= 0, then the four points coincide at the origin, 
and taking this as centre of inversion, the two sets of spheres are each changed 
into planes, and the Inversion of the surface SS is thus a surface PP; this 
particular case will be considered further on, but I first consider the-general case. 
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The formulae of inversion are 


KPrXx Kk? (Y—n e(s/ 
= y—n= — ) <je— J) 








where Q= X?+(Y—ny+(Z—/y. 
Writing the equation of the second set of spheres in the form 
x + (y —n)’ + (@—f)? — aa + In(y —n) + 2(f—y)2—Sf) =, 
the transformed equation is 
—aX+n(Y—n)+(f—y)(Z@—/S)+3hK°=0, 


which gives the planes of the Inversion. 
Similarly writing the equation of the first set of spheres in the form 


a+ (y—n)+ (2 —f)? + 2(n—b) (y—n) + 2(f—e) (2 —f) + 2n?— 2bn+ 4f (f—c) =0, 
the transformed equation is 


{n?— bn + 2f(f—0)} 1X? + (Y—n) + (Z—S)4} 
+ Kk? }(n— b)(Y—n) + (f—e)(Z—Sf)} +2K*=0, 


which gives the spheres of the Inversion. 
Changing the origin, the two equations may be written 


—aX+nV+(f—y)7Z+2kK’?=0, 
{u?— bn + 9f(f—0)| (K+ V2+2Z%) + Pf (n—b) + (f—0) Z} +4 Kt. 


I stop to consider a particular case: Suppose n = 0, the equations are 


—aX+(f—y) Z+iK*=0, 


2 72 74 

D4 VED gee V4 oot gaya 
or, interchanging herein Y and Z, they are 
—aX+(f—y)Y+2hK?=0, 

x + y+ Ps kK VY - Z+ = ==@, 


af F(F—9~ * Af(F—9) 
4 ; 
and if for Y we write Y — 4 , then the equations become 


—aX + (f—y) Yo wit = 


ae ee bK? | K*(5f—4e) 
Por. ee eee 
ee ae a dl 
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viz. interchanging the parameters so as to have ¢ in the first equation and @ in 
the second equation, these are of the form 
aX+bY=Im, 
X?+ Y?+ Z*?— 20Z= 2v, 
which belong to PS4°. Hence in this particular case, n =0, the Inversion is PS4°. 
Reverting to the general case, and to the two equations obtained above, 
observe that in the second of the two equations the terms in Y, Z have the 
variable coefficients n — 6 and f—c, so that it does not at first sight seem as if 


these terms could be by a transformation of coordinates reduced to a single term. 


ak? 


But if again changing the origin we write Y — for Y, the two equations 


become 
—aX+nY+(f—y)Z=0, 7 
{n? — tn + 2f(f—o)} | X?+ Y + 24) + — (f—o)(— 9/¥ + nZ) 


of Fe (nt + in + 2f(f—c¢)}=0, 


where, in the second equation, the terms in Y, Z present themselves in the 
combination — 2fY+nZ with the constant coefficients —2fandn. Hence 
writing a 

Jn + 4fPY= nY'— 2fZ’, 

Vin? + 4f?Z= 2fY'+ nZ’, 


and consequently — 2/Y¥+nZ=WVn' + 4/*Z’, and (after the transformation) 
removing the accents, the equations become 


ae es Fea +2f(f—y)} Y—n(ft+y) Z]=0, 


K? (f— c)V in? + 4f? KA {n® + bn + af (f— c)} 


A? 4- ¥* -4- 2*-+- n{n*— bn + 2/(f—e)} adel n® \n* — bn + 2f (f—e)t ma 


viz. interchanging the parameters so as to have ¢ in the first equation and 6 in 
the second equation, these are of the form 
aX +bY+cZ=0, 
X*?+ Y?+ Z*’— Imo@Z= 9, 


which belong to the case PS3°. Hence in this general case the Inversion is a 
surface PS3°. 
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I have spoken above of the particular case e= 0, f= 0: here the equations 
of the two sets of spheres are 
e+ y+ 2— 2by — 242 = 0, 
ety t+ 2— %mwe—2z2=0, 


which have the origin as a.common point. Taking this as the centre of inver- 
sion, or writing 


2) “4: K? 
2 me y= a = where Q= X? + Y? + 2, 


the transformed equations are 
bY+cZ—3zk*=0, 
aX +yZ—2K*=0, 
or, interchanging XY and Y, say 
bx +cZ—i K’?=0, 
aY+yZ—3k*®=0, 


which are of the form 
aA + tZ— P = 0, 


Y+0Z—Il =0, 


belonging to a surface PP3°. Hence in this case the Inversion is a surface PP3°, 

It thus appears that the surface S$4° has an Inversion which is either PS3°, 
PS4 or PP3°. The inversion has in some cases to be performed in regard to 
an imaginary centre of inversion. 

It was previously shown that the surface S§3° had an Inversion P,§3°, and 
we thus arrive at the conclusion that a surface SS, with its two sets of curves of 
curvature each spherical, is in every case the Inversion of a surface PS with 
one set plane and the other spherical, or else of a surface PP with each set 
plane. Serret notices that the centre of inversion may be imaginary: this (he 
says) presents no difficulty, but he adds that it is easy to see that the centres of 
inversion may be taken to be real, provided that we join to the surfaces thus 
obtained all the parallel surfaces. 

It seems to me that there is room for further investigation as to the sur- 
faces SS: first, without employing the theory of inversion, it would be desirable 
to obtain the several forms by direct integration, as was done in regard to the 
surfaces PP and PS; secondly, starting from the several surfaces PP and PS 
considered as known forms, it would be desirable to obtain from these, by inver- 
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sion in regard to an arbitrary centre, or with regard to a centre in any special 
position, the several forms of the surfaces SS. But I do not at present propose 
to consider either of these questions. 

In conclusion, I remark that I have throughout assumed Serret’s negative 
conclusions, viz. that the several cases, other than those considered in the present 
memoir, give only developable surfaces, or else surfaces having for one set of 
their curves of curvature circles. These being excluded from consideration, 


there remain 
PP, Serret’s two cases PP1°, PP3°; 


PS, his three cases PS1°, PS3°, PS4°; 
SS, his two cases SS2° and §S§4°; 


but PP1° is a particular case of, and so may be included in, PP3°; and simi- 
larly PS1°is a particular case of, and may be included in, PS8°; the cases 
considered thus are 
PP3°; PS3°, PS4; SS2 and SS4°. 

It would however appear by what precedes that the case SS4° includes several 
cases which it is possible might properly be regarded as distinct; and the classi- 
fication of the surfaces SS can hardly be considered satisfactory ; it would seem 
that there should be at any rate 3 cases, viz. the surfaces which are the Inversions 
of PP3°, PS3° and PS4° respectively. 

I regard the present memoir as a development of the analytical theory of 
the surfaces PP3°, PS3° and PS4°. 











On the Geometry of a Nodal Circular Cubic. 


By F. Mortey. 





In Crelle Bd. V the circular cubic with double focus on itself is treated by 
Schréter and Durége. I here give a geometrical account of the case when the 
curve, in addition, is nodal. Itis then (Humbert, American Journal X, 3, p. 279) 
Quetelet’s ‘“focale 4 noeud,” but I have not been able to find Quetelet’s work. 
Some properties of the special case when the inflexion is at infinity are given by 
Booth (Quarterly Journal, Vol. III) under the name of the logocyclic curve. 

§1. Let two tangents OP, OQ be drawn to a conic U, and let a conic U' 
through OPQ meet U again at P,Q,. Then we know that the tangents at P,Q, 
meet at a point O, on U’. In proof, project P,Q, to the circular points on the 
line «; then we have tangents OP, OQ to acircle U, and the circle OPQ or 
U' obviously goes through the centre O, of this circle. Also OO, is conjugate 
to PQ and P,Q, with regard to U'. We shall need the following Lemmas from 








the geometry of the circle: 8 
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(1). Let OO,, PQ be conjugate chords of a circle a, then the lines joining 
the ends of one to the centre of the other make with it equal angles. For let @ 
be the pole of PQ. The centres of all chords through @ lie on the circle y whose 
diameter is a; hence if D be the centre of OO,, the angle PDG = angle QD8; 
also each is half angle PaQ and hence = PO,Q. 

(2). Since OV, O,Vare equally inclined to PQ at its centre (Lemma 1), they 
meet the circle in points equidistant from P, Q; hence angle POV=angle QOD. 

We may notice the corollaries that (1) the lines bisecting the angles POQ, 
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PO,Q also bisect VOO,, VO,O, and hence by Lemma 1 meet on PQ, so that 
PO:0Q= PO,:0,Q; whence in a cyclic quadrilateral whose diagonals are con- 
jugate, the rectangles of opposite sides are equal; (2) OV.O,V= PV”. 

Returning to the conic U, let U’ bea circle. We have the common chords 
PQ, P,Q, of the circle and conic equally inclined to either axis, and therefore 
the radii CO, CO, equally inclined to either axis. Also from Lemma 2, angle 
COP= angle 0,0Q, and therefore COf,= O0,Of. Hence the point O, has 
reference only to O, /, A, and is the same for all confocal conics when O is 
fixed ; so that if we draw tangents from a fixed point O to a confocal family, the 
circles through O and the points of contact have a common radical axis (a result 
given in Wolstenholme, Problem 1079). The point O, clearly lies on the special 
circle Off,, and also on the special circle (orthogonal to O/'F,) through O and 
the imaginary foci GG,. We have of course CO.CO,= Cf”. 





P O 
BA 
Q 
A C f 
a) 
ie 0, 
Fia. 2. 


We know that the locus of P or Q is a circular cubic having a node at O, 
the nodal tangents bisecting the angle fOf,; and that the cubic is also the locus 
of the feet of normals from O to the conics, and of feet of perpendiculars from 
O on its polars with regard to the conics. See a paper in the Messenger of Mathe- 
matics, April 1887, where I have given some of the geometry of this cubic, showing 
in particular that the tangents to it at P, @ meet at a point 7 on the cubic, so 
that PQ are ‘corresponding points”; that OP, OQ subtend equal or supple- 
mentary angles at any point of the curve (the fundamental property); in 
particular, that they make equal angles with either nodal tangent; that if PQ 
meets the cubic again at 22, OR is perpendicular to PQ, and 7, R# are corres- 
ponding points, and that O is the centre of a circle touching 7P, TQ, PQ (the 
latter of course at 2). The angles which OP, OQ subtend are equal when 2 
is between PQ, otherwise supplementary. 

From what precedes, all circles through the node O and two corresponding 
points PQ pass through a fixed point O,; and D being the centre of 
PO,, OP, OQ subtend equal angles at D. Hence, from the fundamental 
property of the cubic, D is on the curve (Fig. 3). The line OV which bisects 
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the lines joining corresponding points is parallel to the asymptote, for it is 
normal to the circle of infinitely large radius which is a limiting form of the 
confocal ellipses, i. e. it goes through the point at » on the curve, KX suppose. 
Now OV, OD make equal angles with a nodal tangent (Lemma 2); hence D, K 
correspond. But JJ being the circular points, the line at « K/J is perpendicular 
to any line and hence to VOX. Hence JJ correspond, and the tangents at them 
meet on the curve at D); or D is the double focus. 

Any circle whose centre is D will have double contact with the cubic at J/, 
for DI, DJ are tangents to both curves. 

Since D, K correspond, angle DQO= angle KQO, andif QD meets the 
cubic again at @,, angle DY,O= angle KQ,O. Hence angle QOQ, is right, or 
any chord through the double focus subtends a right angle at the node. 

Let the line joining any point H on the curve to PQ meet the curve again 
at pg (see Fig. 6, where, however, H is special). Then, since angles OHP, OHQ 
are equal or supplementary, angles OHp, OHg are equal or supplementary, and 
therefore p, g also correspond. Conversely, the lines joining P, Q to p, g meet 
in two points on the curve which also correspond (see Salmon, Plane Curves, 
p. 182). The point O being equidistant from the lines joining corresponding 
points to any point on the curve (fundamental property) must be equidistant 
from the four lines Pp, Pg, Qp, Qq; or the four lines joining one pair of points 
to another pair touch a circle whose centre is the node, and intersect again on 
the curve (compare the paper above referred to). 

In particular, QDQ, and PK (Fig. 3) meet on the curve, so that PQ, is 
parallel to the asymptote. Hence OV, which bisects PQ, also bisects YQ,, or 
the locus of centres of chords through the double focus is the line through the 
node parallel to the asymptote. 

The angle PDQ = twice angle PO,Q (Lemma 1) = 360° — twice angle 
POQ. But O being centre of circle inscribed in TPQ, POQ= 90° + a7 PTC. 
Hence PDQ = 180° — P7Q, or the circle circumscribed to the triangle formed 
by two tangents from a point on the curve, and the chord of contact, goes 
through the double focus. It is clear (see Fig. 1) that the tangents to the circle 
OPQ at P, Q meet on the circle 7PQ. The locus of the centre of this latter 
circle may be seen to be a hyperbola of no apparent interest. 

Let HH, be the chord through D perpendicular to OO,. Since HH, is 
perpendicular to OD, HH, correspond. Hence OH, OH, make equal angles 
with the nodal tangents, and since OH, OH, are at right angles (HH, passing 
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through D), they bisect the angles between the nodal tangents. Also, HH, 
being perpendicular to OD, the tangents at HH, are parallel to the asymptote. 
These points are of great use later. 

Since D, K correspond, the tangent at D meets the asymptote on the curve, 
at A suppose. Since OD, OK subtend equal angles at D, the tangent and the 
asymptote are equally inclined to OD. Also AOD is a right angle since AD is 
a chord through the double focus. Hence if # is the centre of HH,, AODE is a 
rectangle. | 

§2. In connection with what follows see Salmon’s Plane Curves, §§278-281. 
The bicircular quartic with a finite node being the pedal of a conic and the 
inverse of another conic, a circular cubic is the pedal of a parabola and the 
inverse of a conic with regard to a point on it, and the cubic in question having 
perpendicular nodal tangents, is the pedal of a parabola with regard to a point 
on the directrix and the inverse of a rectangular hyperbola with regard to a 
point on itself. 

Since V is on a fixed line and PQ makes equal angles with OV, O,V, we 
see that PQ envelopes a parabola with focus O, and directrix OV; and OR is 
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perpendicular to PQ. Thus we see ab initio that the curve is the pedal of a 
parabola. That it is the inverse of a hyperbola follows by reciprocation, or may 
be obtained directly from the fundamental property. 

We now show that the tangents to the parabola from P, Q (which are 
perpendicular to OP, OQ) touch the parabola where OR meets it. It is enough 
to show that if PQ, PX be tangents to a parabola, the perpendiculars from X 
to PQ and from P to PX meet on the directrix. But these are perpendiculars 
of the triangle formed by PQ, PX and the tangent consecutive to PX. And 
we know that the orthocentre of any tangent triangle is on the directrix. It is 
obvious that PX, QY intersect on the polar of O, i. e. the line O,B parallel to 
HH, and also on the circle OPQO,. When QR coincide (at N in fig.), since 
the tangents at P, Q meet on the cubic and PQ is the tangent at Y, P must be 
the inflexion, and since it is the intersection of tangents from P, @ to the para- 
bola, it must coincide with B, where the polar of O meets the cubic. Hence 
the inflexion and node are equidistant from HH,. The curves clearly touch at 
N, and ON is the common normal. Since B, N correspond, OV bisects BN. 
Hence the tangent from the inflexion to the cubic is bisected by the parallel to 
the asymptote through the node. 

If p, q correspond, then since OR, PQ make equal angles with Rp, Ra. 
they divide pg harmonically. Making pg coincide with PQ, the line PRQ is 
divided harmonically at the contact with the parabola. 

It is worth while to call attention to the fact that D bisects OO,. It may 
be proved (but is apart from the present purpose) that the four double foci of a 
nodal bicircular quartic bisect the lines joining the node to the foci of the conic 
which is the negative pedal of the quartic. 

§3. We will now obtain the position of the four single foci of the cubic, by 
considering the cubic as the inverse of a rectangular hyperbola with regard to a 
point O on it. 

The tangent at O inverts into a parallel to the finite asymptote. The paral- 
lels to the asymptotes through O become the nodal tangents. The four foci of 
the hyperbola become the four foci of the cubic. The following consideration 
may aid in clearing up this last point, which is usually stated without proof. Let 
O be the origin, and let a point F’, whose coordinates are a, 0, be a focus of a 
curve. Let F,G, be antipoints of O, F; the coordinates of F, are a/2, ca/2. 
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The circle OFF, is 2° + y’— ax —.ay, or (a + wy)(a — w—a)=0, i.e. it breaks 
up into the imaginary lines OF,J, F,FJ. Since the latter is a tangent to the 
curve, so also is the circle. Since OF?=0= OG}, when we invert the anti- 
points and the circular points are interchanged, the circle becomes a tangent 
through a circular point, and F’ remains a focus of the inverse curve. 

Since the tangents at corresponding points of a curve and its inverse make 
equal angles with the radius vector, the images of O with regard to the axes will 
become the points HH, at which the tangents are parallel to the asymptote. 
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The end of the diameter through O lies on the circle OHH, and hence 
becomes the point where HH, cuts the cubic, that is the double focus. The ends 
of any diameter become corresponding points. 

The foci ff, of the hyperbola are on the axis //;, which inverts into a circle 
through O with centre H,. They are also on the circle O/AH. If the tangent 
at O meets the conjugate axis at ¢, then the angle which the circle makes with 
Ot = angle tHO = angle tO; hence in the cubic the foci lie on the line through 
H which makes with the asymptote the same angle as OH, and are the points 
where this line is cut by the circle through O with centre {,. 

Interchanging H and H,, we have the imaginary foci, the antipoints of the 
real foci. 

Since (Fig. 5) H is the pole of OO, with regard to the circle whose centre 
is H, and radius HO or HO,, we see that OO, and f/f, are conjugate chords. 
Hence DO/, 7,DO are similar triangles, and (cor. 2 to Lemma 2 at the beginning) 


OD* = Df. Df,, a result generalized later. 
It is clear that the focal circle with centre H, and radius H,O, being the 
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inverse of an axis, cuts the cubic orthogonally at points where the curvature is 


stationary. 








Fia. 5. 


In the hyperbola we have /P—/,P= +k, — when P is on the same 
branch as O. Hence on inversion 


fP. AP 


Of. OP — Of,. OP = = *: 


+ for the loop, because the branch of the hyperbola away from O inverts into 
the loop; A is now the focus inside the loop. To determine /, take P at 4, 


where H,f= H,f7, = H,0; then 


ae a 

a Sate, 
and hence JPOP APs OP 

ee — GG 


where for points on the loop we take the + sign. 
Again in the hyperbola we have P/. P/, = PO, Of. Of, = OO}, and hence 


on inversion 
| | Te a Be 
OP. OF OP. Of, = (OP.00,)' Y N= OG, 
whence Pf.Pf,= PQ, 


so that the cubic is the locus of a point whose distances from 3 fixed points are 
connected by the relation 77,=73. It is to be noticed that Q, is not a focus. 
In the linear relation above connecting the distances from /, A, O, we may 
regard O as an improper focus, for the line from it to a circular point fulfils the 


condition for a tangent. 
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From the general case, when we take any conic and a point off it, we get 
that the product of focal distances of P is in a constant ratio to the rectangle 
of segments of a chord from P to a fixed circle, namely, the inverse of the 
director circle. The ratio becomes an equality when the fixed point is on the 
conic, in which case the quartic becomes a cubic. 

From the equation P/.Pf,= POj we get that the line of foci meets the 
cubic at points on the circle H,DO, as well as at H. 








Fia. 6. 


The cubic is its own inverse with regard to H or H, (Fig. 6). For let HPp 
be a chord through H. We have to show HP.Hp= HO’. Inverting we have 
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(Fig. 4) a circle through OH, and Pp are clearly on a line parallel to /f,. We 
have to show in the hyperbola 


a. ie 
OH.OP’ OH.Op~ HO?’ 
or HP.Hp= OP. Op, 


which is obvious. This clearly applies to any nodal cubic. 

Join Pp to A, cutting the cubic at gQ@. We have shown above that 
PQ, pq (since they join corresponding points to a point on the curve) are cor- 
responding points, that Qg goes through H, and that the four lines touch a circle 
with centre O. Also, since HP. Hp= HQ. Hq = HO", the four points lie on a 
circle orthogonal to the circles whose centres are H, H, and radii HO, H,O; 
hence the centre of this circle is on OD, the radical axis of these circles. Since 
the circle OPQ has its centre on HH,, it is orthogonal to the circle pPQ; the 
former belongs to a coaxial set through OO,, the latter to the orthogonal coaxial 
set whose limiting points are OO,. The line joining the centres of these circles, 
being perpendicular to PQ at its centre V, will touch the parabola of Fig. 3, 
for Vis on the directrix. It therefore joins corresponding points, but they are 
imaginary, being in fact the antipoints of PQ. If it meets the cubic at 7, clearly 
Or is a perpendicular on it, and since ROr is a right angle (Fig. 3), Rr goes 
through D and bisects OV. We thus have what is probably the simplest 
geometrical definition. Let O be a fixed point. Take Z on a fixed line through 
it, join Z to a fixed point D, and take R on ZD such that ZR = ZO. The locus 
of # is a right circular cubic of which O is node, OZ parallel to the asymptote, 
D double focus. This is the simplest starting-point for geometrical treatment. 

Returning to Fig. 6, we may see by inversion that the diagonals PQ, pq 
meet on OD. This is, however, the known fact that when a quadrilateral is 
inscribed in one circle and described about another, the diagonals (and also the 
lines joining opposite points of contact) meet at a point on the line of centres. 
See Casey’s ‘Sequel to Euclid,” pp. 108, 94. 

We see that the cubic is the locus of intersections of tangents from fixed 
points to circles with a given centre. The quadrilateral formed by the tangents 
is cyclic when the points subtend a right angle at the centre. For these circles 
with centre at the node, in connection with the theory of confocal conics, see 
the paper in the Messenger of Math. above referred to. 

§4. The raison @étre of the above treatment of the focale & neud is that any 
projective theorem for a nodal cubic or tricuspidal quartic becomes intuitive by 
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projection or reciprocation. The leading feature of the geometry is the para- 
bola of Fig. 3. Bearing in mind that the polar of the node with regard to this 
parabola will contain the two imaginary inflexions as well as the real one, we 
see that in a nodal cubic the envelope of the line joining corresponding points 
is a conic touching the cubic at the three sextactic points, and touching the 
nodal tangents at points on the line of inflexions, so that the node and line of 
inflexions are pole and polar with regard to it. It is the Cayleyan of the cubic 
of which the given cubic is the Hessian. Salmon, §177, and Durége, Curven 
dritter Ordnung, §540. ; 

The following may be instanced as properties immediately following from 
the focale « neeud : 

(1). Any two points on a nodal cubic and the points of contact of tangents 
from them lie on a conic. For the circle 7PQ (Fig. 3) goes through D. 

(2). Let PQ be corresponding points, 7 their tangential, R the point 
on the curve collinear with PQ, Othe node. Any line through 7’, or any line 
joining corresponding points, is cut harmonically by OR, PQ, and the curve. 
If g7q, gp are such lines, pg, goes through FP. 

(3). If we draw tangents RX, RY, join XY to corresponding points ay, 
meeting the curve at corresponding points é7, then PQxyéy lie on a conic, and 
a conic will pass through PQ and touch the lines joining XY to ay. 

(4). The line O7'is cut harmonically by the line of inflexions and the line PQ. 

(5). A complete quadrilateral is inscribed in a cubic whose node is O. The 
3 diagonals form a triangle such that the lines from O to the angles meet the 
sides on the cubic. 

(6). Four lines meet at AA,BB,CC,. Conics through AA,BB, and AA,CC, 
meet again at OO,. With OO, as nodes, cubics are drawn through AA,BB,CC,. 
Then they touch at AA,, the tangents meet on the curve and on OOQ,, at a 
point which with AA, cuts OO, harmonically; a conic through AA,OOQO,, with 
regard to which AA, and OO, are conjugate, will touch the cubics at AA. 

(7). In the cardioid a tangent meets the curve at two points, the tangents 
at which meet the tangent at the vertex at points equidistant from the vertex. 

Results in relation to some here considered are given by McIntosh (Educa- 
tional Times Reprint, XX XVIII, p. 82) and Wolstenholme (Ib. XLII, p. 81, and 
XLIII, p. 77, and Problems, Nos. 1824, 1850, 1841). 
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On the Functions Defined by Differential Equations, with 
an Extension of the Puiseux Polygon Construction 
to these Equations. 


By Henry B. Fine. 





In their memoir Propriétés des fonctions définies par des équations différ- 
entielles (Journal de l’Ecole Pol. Cah. 36) Briot and Bouquet present methods 
for obtaining developments for all ordinary solutions of a differential equation 
of the first order f(x, y, py) =0 which belong to the initial values e=y= 0 
of the variables, when it is known that p as well as y vanishes with a. 

But as a general equation f(x, y, p) = 0 which has no term independent of 
x, Y, OY p may very well have groups of terms of lower degree in respect to x 
than the remaining terms of the equation, for which p does not vanish with a, 
but remains finite and different from zero, or becomes infinite 





and yet the cor- 
responding y does vanish and is a solution of the equation,—it often becomes 
necessary at the very outset, and directly from the differential equation itself, to 
make a determination of all the possible groups of terms of lowest dimension, and 
this Briot and Bouquet give no means of doing. 

In the first section of the present paper it is shown how this determination 
may be very simply accomplished by an extension of the polygon construction 
used by Puiseux in his study of algebraic functions.* This done, the reduction 
of the cases where p does not vanish with a to the case so fully discussed by 
Briot and Bouquet is easy. 

In the second section, after extending the polygon construction to the 
equation of the nx” order, and so determining for it also the terms of lowest 
dimension when the equation contains no term independent of x, y, or one of the 
differential coefficients y,, ¥,-+-Y%m,—1 give methods for obtaining the corres- 
ponding developments themselves. It is proven also that these developments are 





* Journal de Math. pure et appliquées, I, 15. 
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actual as well as formal solutions of the equation, for it is shown that they 
converge for values of x which are greater than zero. 

The method, of course, leads not only to all ‘‘monodrome” integrals which 
vanish with x, but to those also which belong to any initial values 2°, y, yf, .. y2—1 
of the variables and the differential coefficients of lower orders, since the equation 
may in this case be readily transformed into one which has no absolute term. 


§1. 
Let S(x,y, p)SZA yp" = 0 
be any equation of the first order which has no term independent of x, y, or p. 
It is proposed to make every determination of the terms of lowest degree 
in >A,x*y*p" = 0 which is possible on the assumption that y vanishes with a. 
In every case represent by u the degree of y in respect to x; by the hypoth- 


esis that y vanishes with x, u>0. 
Let A,x"v"p" be one of the required terms of lowest degree ; there must be 


at least one other term, say A,a"y"p”, of the same degree, and a comparison of 
the two gives for the corresponding u the equation 
ay + UB, + (u— 1) 1 = as + UB, + (u— 1) y2, 
a, — 71 — (42 — 72) 
whence =— - : 
OO Bin tn) 





Take two rectangular axes 7, &, and construct a point &=a,;— 4, 
n,= 2; +y; to correspond to each term A,w*y*p%i. Then the line joining £7, 
and £72, viz. the line whose equation is 


SE Sa ten a 
iia Ay + i11— (2 + 72) (n—m) en") 


makes with the y-axis an angle of which the tangent is — uw, and cuts off on the 


£-axis an intercept 


Eten =a—nte(ty); 


which is equal to the common degree of the two terms Ayx*y*\p", Aga*y"p”, 
Since « > 0 the line makes an oblique angle with the y-axis. 
Furthermore, a parallel to this line through any of the other points &,, 4, cuts 
off on the g-axis an intercept a,—y, + «(G; + y7:), equal to the degree of the 
corresponding term. If, therefore, Aya™y*j~™, A,vy"p" be, as was supposed, 
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terms of lowest degree, all the other points must lie to the same side of the line 
£.n, — &n, as the origin when its intercept is negative, to the opposite side when 
its intercept is positive. 

Hence to get every admissible group of lowest terms in the equation 
yA,x*y*ip = 0O—that is, every group of terms for which the corresponding wu is 
positive and such as to make the terms of the group of lower degree than the 
remaining terms of the equation—move up a parallel to the y-axis from a position 
below any of the £,7; points until it meets one of these points or a group of them; 
next turn it (clockwise, since “>0) about the point of this group which is 
nearest the &-axis until it meets a second point or group of points; again turn it 
about the point of this second group which is nearest the &-axis, and so on until 
further turning would bring it past the position of parallelism with the &-axis. 

To each side of the polygon thus constructed—except that parallel to the 
y-axis, should it occur—correspond one or more developments of y in increasing 
powers of x, each beginning with the term 2 and—save in exceptional cases— 
satisfying the equation f(x, y, p) = 0. 

A side parallel to the y-axis is to be rejected, since for it w= 0, or the 
corresponding y does not vanish with «. - 

The construction can make a parallel to the &-axis a polygon side only in 
case there be no mere x term in the equation—when y=0 isasolution. Not 
all equations, however, of which y= 0 is a solution have this line for a polygon 
side; the equation p + py + y®? = 0 does not, for instance. 

The developments corresponding to any polygon side for which w>1 can 
be obtained immediately by the Briot-Bouquet methods already referred to, 
since here p as well as y vanishes with x. 

Those corresponding to a side for which “<1 are to be obtained by the 
same methods after an interchange has been made of the dependent and inde- 
pendent variables. 

If for any side ~=1, make in f(x, y, p) = 0 the substitutions 

dv 
y= ve, p=v+ de © 
where v takes a finite value v, different from zero when «= 0. 

The values of v) belonging to the various developments are given by the group 
of terms of lowest order in f(x, y, p) = 0, to which the side «= 1 belongs, and 
by the substitution y= (%+y')x, f= 0 is again reduced to the Briot-Bouquet 
form. 
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The various developments in all these cases may also be obtained by making 


‘ eae aie: lv F 

in f=0 the substitutions <=#, y=fv, p= Pe + i , —where ; = ",— 
and determining the corresponding v’s from the transformed equation. But this 
method is less direct and elegant than that of Briot-Bouquet. 


§2. 


It is obvious that the polygon construction is equally applicable to equations 
of higher orders. | 

The equation being Yaty%y%.... yj = 0, supposed to have no term inde- 
pendent of x, y,....ory,, take as before axes of & and zy, and following the 
method already explained for the equation of the first order, construct points 


§,=a,;—y,— 20;....— oy, M=Bi ty to t+... % 


to correspond to the various terms A,ja*y*....y%' of the equation. The poly- 
gon may then be constructed exactly as for the equation of the first order, and 
similar inferences drawn with reference to the terms of lowest order in the 
equation. 

In the case of the equation of the nx order it is necessary, when deriving 
the developments corresponding to the various polygon sides, to distinguish 
between sides whose uw is > and those whose uw is = or <n. For the first y,, 
as well as y and all its lower differential coefficients vanish with x; for the second, 
y, takes a finite value different from zero or becomes infinite when a vanishes. 

It is always possible, however, by a simple transformation, to reduce the 
second case to the first. For if w=, set 

y=ex", gone '+2 = , ete. 
in the group of lowest terms under consideration, remove the common factor x” 
and set the group equal to zero. The roots v, of the equation thus constructed are 
the initial values of v in the set of developments sought for; and the substitu- 
tion y= x" (vy +y')—where y’ vanishes with w—eflects the required transfor- 
mation. 

If, on the other hand, «<n for any side or series of sides, select the side 
whose u is least, find m, the first integer greater than the quotient of » by this 
w, and make the substitution «= a". Then for all the groups of lowest terms 
in the transformed equation w’, the degree of y in respect to a’, is greater than n. 











Extension of the Puiseux Polygon Construction to these Equations. 321 


It only remains therefore to indicate a general method for getting the 
various developments corresponding to a polygon side for which u>n. 
This done, it may be added, we are in position to derive all solutions of the 


equation S=hyr + Ayn + hae ce + fn =0 


which belong to any given initial values a, y,....y_, of x, y and the lower 
differential coefficients of y. #,A,,----j/, are supposed to be holomorphic func- 
tions of a, y,.... Y,—1 for a common region of convergence, and a, Y,- +++ Yn—1 
to lie within this region. 

For if f,, does not vanish for «=a, y= Y, ete., the corresponding initial 
values y° of y, may, unless f) vanishes, be immediately obtained from f= 0, 
which is algebraic in y, ; and the substitutions 

u— UX + a, 


dy g!” gine 
P + Ved + Ye+2 Ol oe ene ff (n— x)! + Yi, g= 0, 3 aan ale n) 


—__- = a 
dat — 
transform f= 0 into an equation in 2’, 7’, y{,....y) which has no term inde- 
pendent of one or other of these variables, and for which also y},, as well as the 
lower differential coefficients of y’, vanishes with a’. 
If, on the other hand, / vanishes, apply the polygon construction already 
described to f=0, regarded as an equation in ap+a’, yty’, yity{,.-..y%_atys_s, 
= 2 , ‘ . 
and — (it has no term which does not involve one of these variables), and the 


Yn 
various values of w having been obtained, transform as above, by the substitution 
x= 2", into an equation whose x" differential coefficient vanishes with a’. 

To get the developments corresponding to a polygon side for which u>n, 
that is in the case where all the differential coefficients y,, y,,....y, as well as 
y vanish with z, make in the equation the substitutions 


Yn —l — Unie, } 
Yn -23— Y ,VyVoX", r ( 1 ) 
“i Ue a oe oe ee ot fe oe | 

Y = YuVWVq ++ Vee , J 


YK) 


where v,, %,....¥, are functions of x which take finite values v?, v?,....0 
different from zero when a = 0. 

In the resulting equation, freed from any factor y2a*vy ... . v2, which may 
be common to all the terms, determine by the ordinary Puiseux method or any 
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other method applicable to algebraic functions of a single variable, the various 
groups of terms of lowest order in y, and «: if indeed this determination has 


not already been made directly from the equation. 
Suppose that for any particular group of terms of lowest order the degree 


of y, in respect to x is —; to obtain the corresponding developments make then 


the further substitutions 
c= 2, y, = Var", (2) 


where again V takes an initial value V, different from 0 and « when 2’ vanishes. 


r+s 


Since y, = Vox approximately, Into, Yat +... ; bet 


_ ee i ae : 
Fn~1 = Hye = Vee + nw oj 


therefore, by acomparison of the two values of y,_,, vo} = ane . Inlike manner 
ile) ees 2 MS, 
i roe ane’ 
In the V equation therefore, make the substitutions 
== ae 5/ hore : ! aaa ! f 
er ae V2 te Oe a (3) 
when V will be given as a function of 2’, vj,....%,, developable in integral 


powers of these variables. 
The various developments for V having been obtained, the equations for the 


corresponding setssof values of vj, vj,...v) are readily constructed by aid of 
the equations (1), (2), (3). For evidently on introducing the substitutions (2) 
in equations (1) we have: 


Va" x - (Voa***), 


d 
/ sais r Ir+2 
Vo,2" +* = as ( Voyv,a!" + **), 
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or actually effecting the differentiations indicated, the equations 

















dv} OV dy OV dv}, i. 

dag [8 ead ae iy "Gee he te ooo Sar 
= — Voy (r + 8) — v,2’ ae 

g! dv, said s (v — VV) 

da! Vy : ‘ (4) 
a! dv} S (UV, — Vz — VyV3) 

da! - Vg ? 
y Wy __ 8 (On—1— Yn — Pm Pn) 
© dal ~ —<" J 


dv} 
On substituting for a’ es ere io @ in the first of these equations the 


functions of the v,’s to which the remaining equations declare them equal, and 
making the substitutions (3) in all the equations, the set is reduced to the form 


= 4 
a ——- HA, a. os ON 
a 
7 =hi(v1, %); . (5) 
dv! 
a yo at Fe (ess vi), J 





where f,, fz,...- Jf, vanish with a’, x,....%,, and are holomorphic functions 
of these variables for finite regions of convergence about a’ = 0, vj = 0, ete. 

Developments for v{, 7, .... in integral powers of x’, which formally satisfy 
these equations, are to be obtained by differentiating them a first time, a second 
time, etc., successively, and after each differentiation making 2’ = 0 and solving 
the resulting equations for the corresponding differential coefficients of the v}’s in 
respect to a’. 

Thus differentiating a single time, we have 


= of, Af, dy; df, bs Of, avy, 
a) = (3: yw Ov) da! 7 Ov, da! sai " dv} rep! 
i v3 Of, dvi , of in 
Ca )= Ov, dz dv, da’ 7 


oe @ © © @ é¢€ @ © @ 6G € 6 @ @ e+ € @ @ ee CC 4 € 6 6 GC @ 
eee @ 8 @ €@€ @ 8 6 6 CS. € @.. 4 © 21 + 2 -€ 6 OO. 8 C 8 


‘fC ee 6 66 + 6. 6 € 8 6. €. Ce CC TC @ _¢ © _ CO) @ 6 64 


dun \ _ On UWn—-1 , Oh, ) 
(Fe )= dv,_, da’ ¥ Ov, da!’ Jd 
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l 
a set of linear equations in (= wei ae (3), etc., which give finite determinate 


values for these quantities except when the determinant of their coefficients 


vanishes. 
A second differentiation gives the equations 


dv; ef, Pry Of, @v, Of, doi. 
. a= (1 i Ov, dx” +r vs da? ache "* Ov! oat) 


fol, . Of, Fv —_ 
2 (SH) = (+ aH “dal + Bor we) $= 3,5,....8 


. lv dv} ; . 
where ¢}, $; are functions of (3), ey ete., and of second differential 
0 Le FQ 


coefficients of the /’s; and from these equations the values of (J), (32), 
etc., may be reckoned. 
Further differentiations give in like manner the higher differential coeffi- 
cients. It is only necessary, therefore, for the construction of series 
Daal s, 3,4/ 
= (Bet EMD et EDP be Ft ee 
which formally satisfy the equations, that the determinant of the coefficients in 
each of these sets of equations shall be different from 0, or that 
of; af, 
ar 
he Ae _ 
Ov; 
oo; 


OV, —1 


Vo(r +s+x)(r + 2s +x).... (r+ns +2) ) 
OV, xs 
aed en ee 


dV, ) 
+ ov? aa es ‘+ 3s+x).. 





an 


’ 








OV, xs (7 + 
+ ” a 





shall vanish for no positive integral value of x. 
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It may be added that when the determinant vanishes, the equations have no 

‘‘monodreme” integrals unless (=) = 0; but if é3 = 0, an infinite number 
Oa 0 : Ox 0 

of such integrals. Also, that when the determinant does not vanish, there will 
be in certain cases, besides the ‘“‘monodrome™” integrals, an infinite number of 
‘“non-monodrome” integrals; The consideration of these integrals, however, is 
aside from the purpose of the present paper.* 

It only remains to prove that the series (6) have circles of convergence 
whose radii are greater than zero. 

To give the demonstration as general a character as possible, consider the 


system of equations : 





dv, ) 
a == fi (@, Oy, Uy, ~~ + a), 
dv, 
au de ~A(: Wi Mik x sah ‘ (8) 
dv, 
ae =f, (x, Uy, Vgy eres ); 
da J 
where f,, f,.---/f, are any set of functions of x, v,, %,....%,, developable in 
series of integral powers of these variables which vanish for =v,=v,=....v,=0, 


but converge so long as mod x <p and mod v; << 7;, the quantities p and 7; being 
all greater than zero. 

Differentiating each equation x times successively with respect to x, and after 
each differentiation placing «= 0 and reckoning out the values of the differential 
coefficients of corresponding order of the v;,’s, we have finally for the determination 
of the coefficients of the x" order the equations 


dv; \ of, dv, . Af, d, GJ, UVa |e __ 
x de) (%« + in de + mn a PF iceet+ a aa ); t= 1, 2,...2, (9) 


where the ¢°,’s are functions of the partial differential coefficients of orders 


K 


1, 2,....x of f, with respect to xz, %,....v,, and of the differential coefficients 
of the v,’s of orders 1, 2,....%— 1, these last having been already reckoned out. 

















* For a discussion of similar integrals of the equation of the 1st order see the Memoir of Briot and 
Bouquet already referred to. See also Poincaré, Courbes définies par une équation différentielle, 
Journal de Math. pure et appliquées, III, 7 ; IV, 1, 2. 


43 
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As above, it will be assumed that the determinant 

| a of, of; 

au, Ow  ° Os none"? 

of fe Se Se 
Ov, Ov, phim Ov, 
Ss oSs 








"Buy 


vanishes for no positive integral value of x. 
Solving the equations (9) we have 
UN _ ao Au (x) o Asi (%) 0 Ani(*) 
Caer) = Bie) +99 Bee) Te AGys FH Bee (AD) 
where A,; (x) is the minor of the element in the 7‘ row and 7 column of A(x). 
Arranged with reference to the powers of x, the coefficients ae have the 


form aj yi" * Vy 98 ee Winn 


PE UE Ee Ky 
where a,;= 0 when 727; = 1 when j= 7. 

As the coefficients in this fraction are independent of x and known, and as 
furthermore its denominator vanishes for no value that x can take, and is of 
higher degree in x than its numerator, it must reach a greatest value, and that 
<«, for some finite value of x. Let this greatest value be C;,; and let C be 
the modulus of the greatest of the quantities C;,(7, 7 = 1, 2,....n). Then 


Iv; = 
(Gr) Z Ort at... +48,). (12) 


dak 


Let now 7 be = the least of the radii 7,, 7,,....7,,, and let JJ be the modulus 
of the greatest value which any of the functions 7,, f,, ....f, takes in the circle 
of radius p about « = 0 and the circles of radius r about 1; = 0, », = 0, ete. 

Let also a be the modulus of the greatest of the differential coefficients of the 

nCM 


| 
first order ( ae ) , and set a’ = a — —— 
dx /, p 
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Consider, then, the equation, algebraic in u and a, 
u=ae+nCO, 
u 
where —— eee 





Heyy ” 
—— acs x 

It may readily be shown that (Se) > (Se Ta), tore > 1. For (3 a =) = =0, 
so that (a) involves the differential coefficients (4 > (e y) ete. of orders 


less than x only and the equation 


(ae) = "0 Caer), 


gives (FE , explicitly in terms of the partial differential coefficients of ® in 
i 0 





respect to w and « and of the differential coefficients of lower orders of w in 
respect to x. 


Now (42) is greater than any of the functions @?,; in equation (12). For 
0 


Of, dw , Af, Aw df, dv, . ae iil 
Qa + a a + a = 5 ee a. ae the result of operating on 


: ‘ 6 dod % dv, aD , 
jf, x times with = + ie, a +....4 i aa? while de 8 the result 


. : re) Oo du 
of operating on ® x times with oT + 7 a 


Cet +n + ee of. 
To every differential coefficient Oar Our ove”. ‘ in ,; therefore corresponds 
3 eeee 


Fiala iin ile « ; a ; ; 
the differential coefficient AAO yh ew pe I aes involved with the same nume- 


diy diu . d® 
rical coefficient ; and to every — Ta 7; in $ (J << x), corresponds at ™ ae 


But, as is known,* 


Qntn tn +.. M 
mod G P te <ni nt nl. ... saGr— > 
Ox"Ovr' dun”... ./o OG «-+. 





* Vid. Briot and Bouquet, Fone. ellip. p. 326. 
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o7t+ n+ n+. M 
On" oun +2" +- 0 : 0" ge eae 
Ort +n’ +.. ge asi on tn’ +n’ 4+. “ 
Ox" Ov} Ovz" . rr eee 


Yu,.\ — ( Gu , aA nn 
If, therefore, (2%) = (24 | 
ierefore, r= oie ( — for j<x, it is clear that the individual terms 


of (Se), are greater than the corresponding terms of ¢°,;, and since — are all 


while 














so that mod ( 


os 


positive, that ( c=), > pr: 
. d* u - v; 
greater than C(92, +o +... $2,); in other mes (vid. 12), that oy fe y 


; u a) 


But by hypothesis ( > *) . It follows at once that (<3)> > (a3 
y 0 


therefore that es 2), > ee ae , ete. 


But w is defined as a holomorphic function of x for the neighborhood of 
x = 0 by the algebraic equation (13), or 


w\® x bn 
db (ux) =u G — = (1 ae + — 
ey Cs 3: a ee ee ae 
(1 = (a'e o)(1 a b=0; (6=nCN), 
namely within a circle about « = 0 whose radius is the distance to the nearest 


branch point or singular point of Y=0. This distance is greater than zero, being 
the modulus of the least root of the discriminant of = 0 in respect to uw, that 


is, of the equation 
(9X14 eye ee 
Within this circle, therefore, the series } 
7 (eet er ao Gale art 
is convergent ; and since its coefficients are greater than the corresponding coeffi- 


cients of any of the series 
dv dy By 
jon + di 3! 
" (2 + (Se) a1 2! ( 3 r+. 


these series also converge for the same region, as was to be demonstrated. 





PRINCETON COLLEGE, March 27th, 1889. 





Sur les solutions singulieres des équations différentielles 
simultanees. 


Par KE. Goursat. 





La théorie des intégrales singuliéres des équations différentielles a donné 
lieu depuis Lagrange 4 un grand nombre de travaux; l’un des plus connus est 
sans contredit le Mémoire de Mr. Darboux publié dans le Bulletin des Sciences 
Mathématiques (t. IV, 1873), dont les résultats sont aujourd’hui classiques. Je 
me suis proposé d’étendre les théorémes de Mr. Darboux aux équations différen- 
tielles simultanées et aux équations d’ordre supérieur. La plupart des résultats 
auxquels on parvient ainsi pourraient, il est vrai, se déduire des propriétés établies 
dans le Mémoire du méme auteur Sur les solutions singulitres des équations aua 
dérivées partielles ;* mais, comme ces résultats sont indépendants de la théorie 
des équations aux dérivées partielles, il m’a paru intéressant de les établir direc- 
tement. 

1. Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, je vais d’abord 
généraliser un des théorémes fondamentaux sur les équations différentielles du 
premier ordre, démontré par Briot et Bouquet dans leur célébre Mémoire sur ce 
sujet. Considérons un systéme d’équations différentielles de la forme 


(1) 
lz 
a—=f(a, yY, 2=ayaet bytazt.... | 


dx 
ot f(a, y, z) et f(a, y, 2) sont des fonctions holomorphes des variables a, y, z 


dans le domaine du point x=y—=z=0. Proposons-nous de rechercher si ces 
2 Lo A 9° , : 37 . 
équations admettent un systéme d’intégrales holomorphes s’évanouissant avec a. 


* Mémoires des Savants étrangers, t. XX VIL. 
t Journal de l’Ecole Polytechnique, XXX VI1eme Cahier. 





ae 


2 nnd 9 Ae ap gr ee eons Wed te NAR = 
asf ams meg i ; nett 


oes 


means 


ihe 57 
—- 
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Si un tel systéme existe, il suffira, pour avoir les développements en séries, de 
calculer les dérivées successives de y et de z pour x= 0; ces dérivées s’obtien- 
dront comme il suit. Aprés n différentiations successives, les équations (1) 


donnent i Of d'y , of dz 
a nS ae © — dy d ist oe tore 


d® t+ lz dz of, d Of, dz 
o Tati te 5 da* — dy d te + Ge age tee 


si on y fait «= y = z= 0, on obtient les relations 


— 0G) Ge), = FIG, GA Ged 
—% (ZE),+ @— oo Ge) = ALG), (4)... -(G),))) 


F et F, désignant des fonctions entiéres des dérivées 


Gp, Ge Ga), 


az 


Ces relations détermineront & 4) e t (‘ a 
C x 


pourvu que le déterminant 


=), au moyen des dérivées précédentes 


(n — b)(n —G) — dye 
soit différent de zéro. Par conséquent, si l’équation 
(o — b)(@ — ¢,) —byce = 0 


n’admet pour racine aucun nombre entier positif, on pourra calculer de proche 
en proche toutes les dérivées successives 


Casde Cae)y Ge 
die? 
( dz d* =) re 
a) Ge) D.- 
de sorte que, si les équations (1) admettent un systéme d’intégrales holomorphes 


s’évanouissant avec x, ce systéme est unique et les intégrales seront représentées 
par les développements en séries 


j= ie 3 aa) 
1 \de/y! 1.2\ de 
x / dz 
‘=7(@),* Ge) 
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les coefficients étant calculés comme on vient de l’indiquer. Tout revient a 
démontrer la convergence de ces développements pour des valeurs de x de 
module suffisamment petit. Ici cette démonstration présente une difficulté 


d” dz , 
x) et ( =) ne s’obtiennent pas 
0 dx” Jo 


spéciale, provenant de ce que les valeurs de (3 

ax 
par les seules opérations d’addition et de multiplication. En effet, en résolvant 
les équations (2), on aura en général dans les seconds membres des termes pré- 
cédés du signe —. On évite cette difficulté en opérant de la maniére suivante. 
Ajoutons les équations proposées (1) aprés les avoir multipliées respectivement 


par deux constantes indéterminées A et uw; il vient 


A z 
ao UTI) — (na + ware + (ab + why + (et ua)et.... (3) 
Posons 4b + pb, __ e+ yey __ | 
h = ay he ri 
ou A(b—o)+ubh,= 0, 


Ac + u(eq,— a) = 0; 


pour qu’on puisse satisfaire a ces relations par des valeurs de A et « qui ne soient 
pas toutes nulles, il faudra que o soit racine de l’équation 


(o — b)\(o— a) —be= 0. (4) 
Soit w, une racine de cette équation ; on pourra satisfaire aux relations 
A (b— a) + ub, = 0, 
Ac + u (ce, — o,) = 0 
en prenant pour A et uw des constantes dont l’une au moins ne sera pas nulle. 
Supposons par exemple 4 différent de zéro; si on pose Ay + uz= Y, on pourra 


prendre Y et z pour inconnues 4 la place de y et de z et le systéme (1) sera 
remplacé par le systéme 


a = (Aa + py) © + OY + aa? +... | 
(5) 
lz b 
x =au+—-¥+ (a—d, Vat owt... | 


Remarquons encore que le coefficient de z dans la seconde équation est précisé- 
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ment la seconde racine @, de l’équation (4). Si a, est différent de @,, on pourra 


poser ; 
Z=— Y + (a, — a) 2 


et prendre Y et Z pour inconnues nouvelles; alors les équations en Y et Z pren- 
drons la forme 


dY 
ea =aetraYt+...., 


0 = ale + a2 + ada 
mais cette seconde transformation, qui n’est pas toujours possible, n’est pas 
essentielle. Pour ne pas multiplier les notations, je suppose qu’on ait commencé 
par ramener le systéme primitif 4 la forme (5); alors le théoréme général qu'il 
s’agit de démontrer pourra s’énoncer ainsi. 
Les équations 


oY =a2 + by + dx’ + ey’ + fe t....=fle,y,2), | 
tf (6) 
= ae t by + eet da? + ey? + fie? + alae =Ale ys2) | 


d. 


ou f(a, y, 2), A(x, y, 2) sont des fonctions holomorphes dans le domaine du point 
x=y=z=0, admet un systéme dintégrales holomorphes s’évanouissant avec x 
pourvu guaucun des coefficients b, cy ne soit égal % un nombre entier positif. 

En différentiant successivement les équations (6), on obtient 


ay dy af, of af dz 
ie dx” Ox Oy dx ' dz dx’ 

P : ; lz 

— a , of | ¢ 


dx de ' dy dz 


fy 9 ty_ oF af ey 


xe — — — 
da’ dx” dz” dz? 











Co 
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ce qui donne, en faisant s=y=z=0, 


Cas), (1 — 6) =a, 
=) (1 — a) =m +6,(42) 
1) b)= ($5) +... a (5. Ort 2) (=) 


a),@—0=(F) +-.--+ 228) (BZ) + a(QD, 


eo ee. @ 6 € eo & © € © € © @ - @ @€ ‘e's @ ee @ @.6 £. 42°¢ 6 £4 6 @ @ 6£€ & Ee 42 8 2 O62 So @ oe ie 


On en déduit 
ay + b, (2 ), 


Hare Gs 
da 3 iP Fg 1—¢ 


(3t)= ($4) +.. “om *(oyo:), Ce 4) (a) (7) 
_ Gate +200), ed tet Ca) 


2 o 2—«G, 














Pour démontrer la convergence des développements ainsi obtenus, il suffit 
d’employer un artifice tout-i-fait analogue 4 celui par lequel Briot et Bouquet 
ont démontré le théoréme correspondant dans le cas d’une seule équation. Sup- 
posons que les fonctions f(x, y, z) et f(x, y, z) soient développables en séries 
convergentes pour tous les systémes de valeurs de x, y, z de module inférieur 
ir, et soit M une limite supérieure du module de ces fonctions dans ce domaine. 





Posons 
o(a, u,v) = Axv+ But e a co ed re 
C= 3K : 
= Aw + Bu + Mw" aot mechaet we ee \, 
9, (a, u, 0) =A + Bu + Co +U {e+ ca a Se a) 


toutes des dérivées partielles des fonctions @ et $,, 4 partir des secondes, sont 

réelles et positives pour s=u=v=0 et sont supérieures aux modules des dérivées 

correspondantes des fonctions fet 4, pour z=y=z=0. Nous prendrons pour 
dt 
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A, A,, B, les modules de a, a,, b, respectivement et pour B, C, des nombres 
positifs inférieurs 4 l’unité qui seront déterminés plus loin d’une facon plus 
précise. 
Le systéme d’équations 
Uu—>o ia ls (8) 
v— (x, u, vy) =0 
définit un systéme de fonctions holomorphes s’évanouissant avec x, car le déter- 
minant fonctionnel des premiers membres se réduit 4 (1 — B)(1— C,) pour 
e=u=v=0. Dans un certain domaine autour de l’origine, ces fonctions seront 
représentées par des développements en séries convergentes 


iG “) +5 at) te | (9) 
J 


=4 e)t ie) 


dont on pourra calculer tous les coefficients au moyen des équations (8). En 
différentiant ces relations on a, en effet, 

oe ) dp du , do adv 

el ee 

si _ Of; , 09, du , dg, dw 

dz — dx + Qu de + dv = 

Pu > op du 

- Ox? e + Oy da?’ 

= ms dv 


da?’ 


On en déduit, en faisant «=u=v—0, 





(Sherty (eae 


\ dx 1— C, 


MY) (Se) +--+ +2 (Gnbe) Ge) ae, 
1—B 


_ GE) t+ GB) as ) Cae) + Cae), 


dx. 
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On voit que tous ces coefficients sont réels et positifs. Puisqu’aucun des coeffi- 
cients 6, c¢, n’est un nombre entier, le module de n — d, ot n est un nombre 
entier positif, reste supérieur 4 une certaine limite m et, en prenant le nombre 
B tel que 1— B soit inférieur 4 m, on aura constamment 


1 . 
Ranh |? 





1 
1— B<|n—b], ou 3 





on choisira de méme le nombre positif C, de facon que l'on ait, pour toute valeur 
entiére et positive de n, 


1—C,<|n—«¢,|. 


Cela posé, la comparaison des formules (7) et (10) nous montre que l’on aura 














da du dv 
aioe le Cae), 
0 ax /o 
a du 24 <(5 
da? a) da? dx 3), 











et, d’une maniére générale, 


dy 
da” 











d”™u d"z d”v 
=) da™ | x feo! 


Les séries (9) étant convergentes dans un certain domaine autour de l’origine, il 
en sera de méme a fortiori des séries 


he Y) +o = 


2 
ef &z 
3)t ts 1.2\ dz *), ‘al 
ce qui démontre le théoréme. 
Si nous revenons 4 la forme primitive des équations (1), nous pouvons 
énoncer la proposition générale suivante : 
Les équations (1) admettent un systéme d’intégrales holomorphes s’évanowissant 





avec x pourvu que V’équation 
(a — b)(@ — q) —bce= 0 


n’admette pour racine aucun nombre entier positif. Un cas particulier de ce théo- 
réme a été démontré par Mr. Picard (Comptes-rendus, 1878). 
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(2). Nous allons maintenant étudier le cas ot l’équation précédente admet 
pour racine un nombre entier positif; plusieurs cas sont 4 distinguer suivant 
qu’elle admet pour racines ou deux nombres entiers positifs. 

Supposons d’abord qu'il n’y ait qu’un seul nombre entier positif racine de 


Véquation (o — b)(@ — 4) —bc=0; 


soit p cette racine et soit w, laseconde racine. On.pourra, comme on |’a vu plus 
haut, ramener le systéme d’équations proposées 4 la forme simple 


oY ant pytdait...., 


dz 
& = ax + Wee+ dya*+ a Sieie 


dz 


On diminue les coefficients p et a, d’une unité en posant 


, soa ( “f- Z); 


aprés p — 1 transformations de cette espéce, on sera ramené & un systéme d’équa- 
tions de la forme suivante 
dy 9 
a Le +y +da*+.... 


(11) 


e——aaerteztadag’+.... 


da 


f 
dz | 
J 


Ol ¢; = @,— p —1 n’est pas un nombre entier positif. 
En général ce systéme n’admet pas d’intégrales holomorphes s’evanouissant 


avec x; en effet, soit 
yr=Aawt+Awa?+...., 
z= Bat Byaet.... 


les développements en séries de ces intégrales. En substituant dans les équa- 
tions (11), on aurait 
2(Ayp+ 2Aae+....)max+(Agt Ay?+....)+a7(....) 
et par suite Ay= 4A) +4; 
ce qui exige que le coefficient a soit nul. Ainsi, lorsque le coefficient a est différent 


de zéro, les équations (11) n’admettent pas d’intégrales holomorphes s’évanouissant 


avec X. 
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Supposons maintenant que a soit nul; si on pose 
yYraxc, 2=uUe, 
les équations (11) deviennent 


1A 
wa =alat BAtyu+...-}, 


d 
eo =a tu(a—1+e{a+ Bratyut..- 43 


la valeur initiale uw, de « pour x=0 doit vérifier la relation a, + t& (¢, — 1) = 0, 
tandis que la valeur initiale A, de 4 peut étre choisie arbitrairement. Si on 
prend pour 4, une constante quelconque et si on pose 


AmAg ta, “w= i +p’, 
1—¢, 


on aboutit au nouveau systéme 


In 
x =a fa + PV +yw+....t, 
du! ! / ’ ’ 
a =(a—1)u +afat+ Baty +....} 


auquel on peut appliquer le théoréme général démontré plus haut. Ainsi, 
lorsque le coefficient a est nul, les équations (11) admettent une infinité dintégrales 
holomorphes s’évanouissant avec x; ces intégrales dépendent dune constante arbi- 
tratre Ay. 
Supposons en second lieu que |’équation 
(o — b)(o — ¢,) — be =0 

admette pour racines deux nombres entiers positifs p et p-+q(q=0). Par une 
série de transformations de méme nature que les précédentes, on raménera le 
systéme proposé a la forme 


ot maw ty tdat...., 
: (12) 
x 7 =acetbytqtdwt... | 


le coefficient 6, pouvant étre pris égal 4 zéro lorsque g est supérieur 4 l’unité. 
On démontre, comme tout-d-l’heure que ce systéme ne peut admettre d’intégrales 
holomorphes s’évanouissant avec a que si a est nul. 
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Si on a en méme temps g= 1, le systéme (12) devient 


dy P 
ey + dx es oes 


d. 
ws =aetby+etdet+.... 


I] peut arriver que l’on ait aussi 6,0; dans ce cas, en raisonnant comme plus 
haut, on démontrera que l’on doit avoir aussi a, =0, et, si cette condition est 
satisfaite, on aura une infinité d’intégrales holomorphes s’évanouissant avec = car, 
en posant y=Ax, z= mux, on sera ramené 4.un systéme d’équations 

da 


dag =? (* A, “), 


d 
2s => (x, A, “), 


ou les seconds membres sont des fonctions holomorphes de a, de 4 et de u et on 
pourra choisir arbitrairement les valeurs initiales 4), uw) des intégrales de ce 
systéme. 
Si 4, n’est pas nul, le changement de variables 
Y=Ax, 2px 
conduit au nouveau systéme 


he 
A alat+ Bratyut...), 


2 it — a +.D,A +a(a,+ Pat yut....). 


wv 


La valeur initiale A, de A sera donnée par la relation 
a, + bA,=0, 


mais la valeur initiale u, de uw reste arbitraire. Hn posant ensuite 


r= — = +N, w=mt+ HK, 


on arrive au systéme 
/ 
x Ot =a (a! + BH +y'w+....); 


/ 
x =< = bn + x (ay + Bir’ + yu’ +. 
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auquel on peut appliquer le théoréme général. I] existe done une infinité d’inté- 
grales holomorphes dépendant d’une constante arbitraire uo. 

Il reste & examiner le cas ot g est un nombre entier supérieur 4 l’unité; 
on peut se borner, comme on I’a vu, a considérer le systéme 





d 
wa mytde+t...., 
ta Se + gat dha + ere | 
Si on pose y=a(4+A), z=a G; = = + “), A, désignant une constante indé- 


terminée, on sera conduit 4 un systéme 


da d, 2 

a —ap(a,2,u), 2“ mart (q—lutdet.... 

da da 

Pour ce nouveau systéme, les deux racines de |’équation en sont 0 et g—1; si 
q est plus grand que 2, en diminuant successivement ces racines par le procédé 
qui a été expliqué plus haut de g— 2 unités on sera ramené finalement 4 un 


systéme de la forme 


14 (n) 
oO ae + (2—q)AM+...., 
(n) 
x = = af a + uw + 


et ce systéme admettra des intégrales holomorphes s’évanouissant avec « pourvu 
que a{” soit nul. Comme ce coefficient dépendra en ‘général de 4,, on voit qu’on 
aura une équation pour déterminer les valeurs convenables de a). Ayant pris 
pour 4) une racine de cette équation, on aura une infinité d’intégrales holo- 
morphes dépendant d’une constante arbitraire u{”. 

8. Le théoréme général qui vient d’étre démontré s’étend sans difficulté 
des systémes formés d’un nombre quelconque d’équations de la forme suivante : 


dy , 
et mae + by toys +--+ + hyn +P +.. e289 


Co 


dy, 
2 = ae + boyy + Cog... thy, + pw t...., 


l n 9 ° 
— a0 + by, + gt .- > hy tp F.... 


a 





340 Goursat: Sur les solutions singulieres des 


Un pareil systeme d’équations admet toujours un systéme unique d’intégrales holo- 
morphes s’évanouissant avec x, pourvu qu aucune des racines de Véquation 


| b; —@ 


.. b—oa 


ne soit égale &% un nombre entier positif. Si a, @2,....0, sont les m racines de 
cette équation, on commencera par ramener le systéme proposé & la forme 
diy, 
© a Saye + Oy + eee 


v 


dy, 


eo =e + boyy + @2% +.. 


dy, 
wi = aye + days + Can Hees EF OnYn + Pre +... 


et la d¢monstration s’achévera comme dans le cas de deux équations. On discu- 
tera de la méme facon le cas ot l’équation en @ admet pour racines un ou plu- 
sieurs nombres entiers positifs. . 

On peut ramener a la forme précédente certains systémes d’équations simul- 
tanées qui se présentent sous forme indéterminée. Considérons, pour fixer les 
idées, le systéme de trois équations 

da dy dz 
Shaya = SMa ya” = SMa Po" 





ot les trois dénominateurs sont nuls pour e<=y=z=0. Pour avoir les inté- 
grales de ce syst¢me qui sont nulles pour z= 0, cherchons d’abord le degré infini- 
tésimal de y et de z par rapport & w. Soit 4 le degré de y et w le degré de z; 
supposons que les termes écrits au dénominateur soient les termes de moindre 
degré en x aprés qu’on a fait la substitution. Il faudra que I’on ait 


ataB+tuyma +aeituy—at1iza" +40" 4+ uy’ —et+1, 


ou 
atAa(B+1)+u(yti=a +1 +as'tuly +1)=0"+1+Aa(8" $1) +7" 
Imaginons que l’on ait marqué les points de l’espace de coordonnées 


(a, B+1, y+1), +1, BLY +1), (@”4+1, O'+1, ¥’); 
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les relations précédentes expriment qu'il existe un plan 
AXA+AY+ uZ=p 


passant par trois de ces points au moins et laissant tous les autres points et 
Yorigine de cétés différents. La détermination de ces plans s’effectuera sans 
difficulté par une construction géométrique tout-a-fait analogue & la construction 
plane bien connue pour développer les racines d’une équation algébrique. Sup- 
posons que l’on ait trouvé des valeurs de 4 et de uw répondant a la question ; ces 
valeurs seront commensurables et on pourra poser 


ey or 
Awa , “=~, 


i 


p,q, 7 étant trois nombres entiers positifs sans facteur commun. Si dans les 
a be P . . 
équations proposées on fait le changement de variables 


eet, gana, safe, 
elles deviennent, aprés supression d’un facteur commun, 


du _ r(Aluo’ +... .)—pu(Au’o’+....) 





' dt Aufor +2... 7 ek. 
, _ 7 (Alo +... .)—gqu(Awor+....) 
dt — Au®oY +.... 


Les valeurs initiales w,, v) de u et v pour ¢= 0 sont déterminées par les équations 


simultanées 
r (Aubry +... .) — pup (Augox +... .), 
(Aut Or +... .) — Quy (Aupy +....). 


Soient uw, vj une solution de ce systéme ; en posant 
Uu=u+U, v=ut J, 


on sera ramené a un systéme de la forme (1), pourvu que l’on n’ait pas en méme 
temps Aufox +....=0; 


‘ 
€ 


dans ce cas, on serait conduit 4 effectuer une nouvelle transformation de méme 
espece. On opérera de méme dans le cas d’un nombre quelconque d’équations. 
4, L’étude des intégrales non holomorphes du systéme (1) serait sans doute 
trés-intéressante ; mais, comme cette étude n’est pas essentielle pour la suite, je 
la laisse de c6té dans ce travail. Je m’occuperai seulement du cas particulier ot 
45 
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les racines de l’équation en @ ont toutes les deux leur partie réelle négative. I] 
importe de définir exactement ce qu’on doit entendre par intégrales s’évanouis- 
sant avec x. Je suppose que la variable x tend vers l’origine suivant un chemin 
de longueur finie ayant 4 l’origine une tangente déterminée, de facon que l’argu- 
ment de « reste fini. En outre, je ne considére que des intégrales d’un degré 
infinitésimal déterminé par rapport 4 a, c’est-d-dire qui peuvent se mettre sous 
la forme a* (x + «), A ayant sa partie réelle positive, x étant une constante diffé- 
rente de zéro et ¢ une fonction de x qui tend vers zéro dans les mémes conditions 
que la premiére. Avec ces restrictions, le systéme (1) n’admet pas d’autres intégrales 
sévanouissant avec « que les intégrales holomorphes lorsque les parties réelles des 
racines de l’équation en w sont négatives. 

Soient @, a, les deux racines de l’équation en w que je suppose distinctes 
pour fixer les idées ; le systéme (1) pourra se ramener a la forme 


oY sax toy + de 


d. 
x - =artaz+da’+.... 
Soient y=%, 2=% les intégrales holomorphes de ce systéme. En posant 
Y=Y+u, z=% +v et en remplacant y, et ~ par leurs développements en 


séries on est conduit aux équations 
du 
tS Oy + Up (x, uw, v) + wy (x, u, v), 
dv 
© a = yd + UM (a, w, v) + wm, (a, wu, 2) 


old, d,, %, y sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 
x, WU, v sans termes constants. Je dis qu’un pareil systéme ne peut admettre 


d’intégrales de la forme 
Uaa'(x+e), vow (e +2), 


les parties réelles de A et de u étant positives. En effet, supposons que la partie 
réelle de u« soit égale ou supérieure a la partie réelle de 7. En substituant les 
valeurs précédentes de wu et de v dans la premiére des équations, on aura |’égalité 


Aa* (x-+ 2) +a*t?} 2 =a (x +2) +a (xte) (a, u, v) + x(x’ +e) (x, wu, v), 
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ou, en divisant par 2’, 


(x + &)(A—a,)= — @ Bs + («+ e)o(x, u,v) Fat *(x +e) P(e, wu, v). 


Imaginons maintenant que x tende vers zéro suivant un chemin de longueur finie 
ayant une tangente a l’origine; les deux termes 


(«+ e)p(x, u,v), a *(X +e)d(x, wu, v) 


de , 
=e au moins pour une 
‘xv 


certaine loi de décroissement de 2. Supposons en effet que le module de 


tendent vers zéro. [1 doit en étre de méme du produit z- 


de ‘ , ‘3 ‘ 
ec =n (x) reste constamment supérieur 4 une certaine limite m. De la relation 


de 
on tire dx de 
2 7(a) 
et z ( = = 
Vo Xo TT (2) 


lorsque x, tend vers zéro, le module du premier membre augmente indéfiniment 
tandis que le second conserverait une valeur finie; ce qui est impossible. Le 
premier membre de la relation précédente doit donc tendre vers zéro avec z, 
ce qui ne peut avoir lieu que si A=a,. Mais alors la fonction x(x + «) ne 
tendrait plus vers zéro avec x puisque la partie réelle de 4 serait négative. On 
raisonnerait de méme dans le cas ot l’équation en o aurait ses racines égales. 

I] est 4 remarquer que le théoréme n’est plus vrai si une seule des racines 
de l’équation en a sa partie réelle négative. Par exemple, le systéme 


; du _ wu 
al eas & 
dv ae % 
t= vo+ a U 
admet l’intégrale-: u=a', va’. 
II. 


5. Considérons une congruence de courbes, définie par les équations 


S(x,y, 2, @, = (13) 
o(x, ¥, 2, a, b)=0> 
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ou a et b désignent deux constantes arbitraires. Par chaque point de l’espace il 
passe en général un nombre fini de ces courbes; car, si l’on remplace dans les 
équations (13) x, y, z par les coordonnées a, yo, % de ce point, on a deux équa- 
tions pour déterminer aet bd. Sil’on joint aux équations (13) la nouvelle équation 
da 0b db Ba D ss on 

on détermine sur chaque courbe de la congruence un certain nombre de points 
appelés points focaux ; le lieu de ces points focaux, quand on considére toutes les 
courbes de la congruence, forme en général une surface appelée surface focale, 
dont on obtiendra ’équation en éliminant a et b entre les équations (13) et (14) 
et qui se compose d’autant de nappes qu’il y a de points focaux sur chaque 
courbe de la congruence. Les courbes de la congruence sont tangentes en 
chacun de leurs points focaux aux différentes nappes de la surface focale. De 
plus, si l’on veut assembler les courbes de la congruence de facon a ce qu’elles 
aient une enveloppe, cette enveloppe sera située sur la surface focale et il est aisé 
de voir qu’elle sera définie par une équation différentielle du premier ordre. En 
effet, en chaque point A de la surface focale on connait la direction de la tan- 
gente & la courbe de la congruence tangente a la surface en ce point et par suite 
la direction de la tangente 4 la courbe enveloppe qui passe par ce point.* 

Regardons maintenant, dans les équations (13), y et z comme des fonctions 
de la variable indépendante «x définies par ces équations, a et b ayant des valeurs 
constantes quelconques. Une différentiation par rapport 4 x nous donne les deux 
nouvelles relations 

D4 Ba=0, 
) it 
ar + ay + Be =0 
dz 
dc © 
Kn éliminant a et 6 entre ces équations et les équations (18) on est conduit 4 un 
systeme d’équations différentielles de la forme 
Phe By Mell, Ty (15) 
D(x, y, 2, y', 7) =0; 


_ dy ‘ai 
a sa 





* Pour la démonstration de ces propriétés, voir le tome II de la Théorie générale des surfaces de Mr. 
Darboux. Livre IV, Chapitre ler. 
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ces équations sont vérifiées par les fonctions y et z de x définies par les équations 
(13), quelles que soient les valeurs constantes attribuées aux paramétres a et b. 
Nous dirons pour abréger que les courbes de la congruence sont les courbes 
intégrales du systéme (15), et forment l’intégrale générale. Mais ces équations 
(15) admettent en outre une infinité d’autres intégrales non comprises dans 
lintégrale générale ; en effet, puisque ces équations établissent une relation entre 
un point de l’espace et la tangente 4 la courbe intégrale qui passe par ce point, 
il est clair que toute courbe tangente en chacun de ces points 4 une courbe inté- 
grale sera elle-méme une courbe intégrale. Par suite, toutes les courbes enve- 
loppes des courbes de la congruence sont aussi des intégrales du systéme (15), et 
il est clair qu’en général elles ne font pas partie des courbes de la congruence ; 
nous les appellerons intégrales singuliéres. Nous sommes donc conduits a la 
proposition suivante : 

Les équations différentielles (15) admettent une infinite @intégrales singuliéres, 
qut sont définies par une équation différentielle du premier ordre. 

6. Voici comment on pourra obtenir la surface focale et les solutions singu- 
liéres en partant des équations différentielles elles-mémes. Une des propriétés 
caractéristiques de la surface focale est la suivante; par chaque point de cette 
surface passent deux courbes intégrales tangentes l’une a l’autre, une courbe de 
la congruence et une courbe enveloppe située sur la surface focale. Soient 
29, Yo, 4 les coordonnées d’un point de cette surface et yj, 2) les valeurs corre- 
spondantes de y’ et de 2, relatives 4 ces deux intégrales. Le déterminant fonc- 
tionnel D(F, ®) 

Dy, #) 
devra étre nul pourz=a%, y=Y, 2=%, ¥ =Y, 2=%- En effet, si ce déter- 
minant était différent de zéro, on tirerait des équations (15) 


y¥=yt+ P(w—m, Y—Yor 2—%)s 
/ j 

a= % + Q (x — XH, Y—Y» %— %), 

Pet @ désignant des séries convergentes ordonnées suivant les puissances crois- 

santes de «—a@%, y—Yo, 2—%, S'evanouissant pour r= ay, Y= Y, 2=%- 

D’aprés le théoréme fondamental de la théorie des équations différentielles, on 

en déduirait pour y et z des séries convergentes ordonnées suivant les puissances 
croissantes de x— %, 

z / 2 

Y = Yot Yo (x —m%) +a (w— a)? +...-, 

= / 2 ° 

z= %j + % (% — a) + ay (a — a) + see ey 
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il n’y aurait donc qu’une seule courbe intégrale tangente au point (a, y, %) a 


la droite X—% Y—y_ 4Z—2, 
1 ~~ % ~~ % 





Par conséquent, il faudra que pour tout point de la surface focale les équations 
? 
(15) et l’équation D(F, ®) = (16) 
Dy’, #) 

admettent une solution commune en 7’, 2. Ainsi, on obtiendra V'équation de la 
surface focale en éliminant y et # entre les équations (15) et (16). 

Soit P(x, y, z) = 0 l’équation ainsi obtenue ; les solutions singuliéres étant 
situées sur la surface focale, en éliminant z et 7 entre les équations (15) et l’équa- 
tion de cette surface, on aura une certaine équation différentielle du premier 


ordre v(x, y, y')=0 


qui définit les projections des solutions singuliéres sur le plan des ay. 
Si on étudie de plus prés le procédé précédent, il donne lieu 4 plusieurs 
remarques. Des équations (15) on déduit, en différentiant, 


OF oF OF , OF } 


a> db , Ww, wb, ww, 


= toy e* + 5a naire | 
Ox t dy! o+ 3, % + oy y' +33 = 


si on considére en particulier une intégrale singuliére pour laquelle 


OF db OF ob 0, 
dy! O¢ ad Oy”? 
on pourra éliminer y” et 2’ entre les deux équations (17) et on obtient ainsi les 
deux nouvelles relations 
ais ©) , D(F, ®) e D(F, ®) .. 
“= 
D(z, 7) T Dy, y)¥ * Dey) ‘a 
D(F,®) | D(F,®) , 5 DIF, 2) m 
Diez) + DY, #7 DE, * > 


Les équations (16) et (18) se réduisent 4 deux équations distinctes ; néanmoins, 
pour plus de symétrie, je les conserverai toutes les trois. On voit donc que pour 
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tout point de Ja surface P(x, y,z)=0 les équations (15), (16) et (18) doivent 
admettre une solution commune en 7/, 7. Or il est clair que, si les fonctions 
F et ® sont quelconques, il n’existera pas de surface jouissant de cette propriété, 
et par conséquent il ne pourra exister d’intégrales singuliéres. 

On peut encore s’en rendre compte comme il suit. La premiére des équa- 
tions (15) exprime que la tangente 4 toute courbe intégrale passant en un point 
de coordonnées x, y, z est située sur un céne 7’ ayant pour équation 

Powe xa Fog) = 
de méme, la seconde équation (15) exprime que cette tangente est située sur un 
second cone 7” ayant pour équation 


(0.4.8, 7" za) =. 


En général, ces deux cénes 7’, 7’ se coupent suivant un certain nombre de géné- 
ratrices distinctes et 4 chacune de ces génératrices correspond une courbe intégrale 
passant par le point de coordonnées 2, y, z. Mais, si ce point vient sur la sur- 
face P(a, y, z)=0, les deux cones 7 et 7” deviennent tangents suivant une 
génératrice commune G et, pour qu'il y etit une solution singuliére passant par 
ce point, il faudrait évidemment que cette génératrice G fit située dans le plan 
tangent a la surface au point considéré, c’est-d-dire que l’on ett, pour tout point 


de cette surface, 


a fo ,., @,.. 

ae + ay Yt ae 2 =% 7) 
y' et 2 désignant les solutions communes des équations (15) et (16). Voici un 
moyen trés-simple de s’assurer que cela n’a pas lieu en général. Remplacons 
dans les équations (15) 7/ et 7 par y’— m, 7—n, m et n désignant deux con- 
stantes quelconques ; nous ne changerons pas la surface P(x, y, z) et la relation 


(19) deviendra ap op oP 
Be + Gy Y—™ + | F—M=0, 


relation qui ne pourra étre vérifiée pour des valeurs quelconques de m et de n. 
Ainsi le procédé qui devrait conduire aux solutions singuliéres, appliqué c% un 
systéme quelconque de la forme (15), ne fourntt aucune solution. Un systéme quel- 
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conque Wéquations différentielles simultanées n’admet pas d’une maniere normale 
d’intégrales singuliéres. 

Ce théoréme est tout-i-fait analogue, comme on voit, au théoréme connu sur 
les équations différentielles du premier ordre,* et le paradoxe auquel on est con- 
duit s’explique de la méme facon. En effet, pour établir les propriétés des 
surfaces focales d’une congruence de courbes, on suppose implicitement, il est 
aisé de s’en assurer, que les fonctions f et @ sont des fonctions continues de 
x, y, 2, a, b dans le voisinage des valeurs des variables qui vérifient les relations 


af _, Dis >) _ 
f=0, a oe . 


Or, étant donné un systéme quelconque d’équations différentielles de la forme 
(15), on sait bien qu'il admet une infinité d’intégrales dépendant de deux con- 
stantes arbitraires; mais rien ne prouve qu’on puisse mettre les équations des 
courbes intégrales sous la forme (13), les fonctions / et @ étant continues dans 
une étendue assez grande pour qu’on ait le droit d’appliquer la théorie des enve- 
loppes. Nous pouvons méme affirmer, d’aprés ce qui précéde, qu’il n’en sera pas 
ainsi en général. Ainsi, tandis que les systémes d’équations simultanées formées 
directement par l’élimination des constantes admettent d’une maniére normale 
une infinité d’intégrales singuliéres, au contraire un systéme d’équations différen- 
tielles pris arbitrairement ne pourra en avoir qu’a titre exceptionnel. Ceci nous 
montre qu'il est nécessaire, pour faire une théorie générale, de partir des équa- 
tions différentielles elles-mémes et non de leurs intégrales. 

I] est bien clair d’ailleurs que les remarques précédentes n’enlévent rien a 
Vintérét des beaux théorémes de Mr. Darboux sur les congruences de courbes, 
pas plus que nous ne devons rejeter la théorie des enveloppes parce que les 
solutions d’une équation différentielle du premier ordre n’admettent pas en 
général de courbe enveloppe. | 

7. Pour donner plus de précision aux raisonnements, je supposerai que les 
fonctions # et ® sont des fonctions algébriques entiéres et irréductibles de 
a, y,2,y, @ et, comme il ne saurait étre question de passer en revue tous les cas 
particuliers qui peuvent se présenter, je n’examinerai que les hypothéses les plus 
générales. Je négligerai d’ailleurs toutes les difficultés provenant de valeurs 





* Bulletin des Sciences Mathématiques, t. IV, 1°t° Série, 1873. 
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infinies de z/ et de 7, difficultés qu’on peut toujours faire disparaitre par un 
changement de coordonnées. 

Pour un point quelconque de l’espace de coordonnées ay, yo, %, les deux 
cones 7’, 7’ qui ont pour équations 


Y—y Z—z 
F(20,.Yo 201 Pd xa) =o 


¥—% Z-—s 
(a, Yoo %os — =) : 





se coupent suivant p génératrices distinctes. Soient 


Y—4. Z—z 
es ey ‘= A — 
Yo ~ 





les équations d’une de ces génératrices; le déterminant 


D(F, ®) 
Diy, 2) 

n’étant pas nul pour <=a,, y= yy, 2=%, =y, 7=%, les équations (15) peuvent 

étre résolues par rapport a 7’, 7 et on en tire pour y/’, 2 des développements en 

séries convergentes ordonnées suivant les puissances de a — a, ¥— yy, 2—%; 


Y¥ =yta (ex—aH) +B (y—y) ty %@—%) +--->, 
2% + a (*&—%) + Bi (y—y) +n%@—%)+--.-. 


On en déduit pour y et z les développements en série 


Y=Yo+yo(x—MH) + 3(at By +yam)(e—MYP+...., 
eM + % (©— am) +3 (a+ Byyt YX \Ne— My +.... 


qui seront convergents dans un certain domaine du point a. Ainsi, par un 
point quelconque de Vespace il passe en général p courbes intégrales, & tangentes 
distinctes, n’ayant en ce point aucune singularité. 

I] n’en est plus de méme pour un point de coordonnées a, %, % pris sur la 
surface P(x, y, 2) = 0 dont on obtient l’équation en éliminant 7/ et 2 entre les 
équations (15) et (16). En effet, pour tout point de cette surface, les deux cénes 
T, T' deviennent tangents. Pour rester dans le cas le plus général, je supposerai 
que ces deux cones sont simplement tangents le long d’une génératrice @ et se 
coupent en outre suivant p — 2 génératrices distinctes. A chacune de ces p — 2 
tangentes correspond une courbe intégrale n’ayant au point considéré aucune 
46 
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singularité. Il] nous reste 4 rechercher les courbes intégrales tangentes 4 la droite 


G au point a, Yo, %- 
Supposons qu’on ait pris pour origine des coordonnées le point a, Yo, % 


lui-méme et la droite G pour axe des a. Les équations (15) auront la forme 

suivante : A + By + Cd aan, (20) 
A, + By + Od + Dy’+....=0, 

A, A,, B, B,,.... désignant des polynémes entiers en x, y, z tels que 


A= A,= BC,— CB,=0 pour s<=y=2=0. 


Les deux cénes 7’, 7’, relatifs 4 l’origine des coordonnées, auront pour équations 


(By yt (Oh Sts 


Y Z 
(Boy + (Oy te 


oti (MM), désigne, d’une maniére générale, ce que devient M quand on y fait 
2=y=z=0. Comme, par hypothése, ces deux cénes sont simplement tan- 
gents, l’un au moins des coefficients (B)), (C)o, (By)o, (Cy)o sera différent de zéro. 
Supposons par exemple (£),4+0; on pourra résoudre la premiére des équations 
(20) par rapport a 7/ et on en tirera pour yz’ une fonction holomorphe de 2, y, z, 2 
s’annulant en méme temps que ces variables 


ee 


et en portant cette valeur de zy’ dans la seconde des équations (20) on obtiendra 


une relation de la forme 


A, + (0,—0 J+ Khe? +....=0. 


Cette relation, considérée comme une équation en z’, admet deux racines nulles et 
deux seulement pour «= y=z=0. Ces deux valeurs de 2 peuvent étre con- 
sidérées comme racines d’une équation du second degré dont les coefficients sont 
holomorphes en a, y, z dans le voisinage de l’origine. Hn résolvant cette équa- 
tion et en portant la valeur de z dans l’expression de y’, on obtiendra finalement 
pour 7/ et 2’ des expressions de la forme 


y =Ala,y,2) + p(x, y, wv C(x, y, a4 (91) 
Z2= B(x, y,2z)+q (a, y,2z)V C(x, y, 2), 
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A(x, y,2), B(x, y,2), C(x, y,2), p(x, y,2), g(x, y, 2) étant des fonctions 
holomorphes de a, y, z dans le voisinage de l’origine, et les trois premiéres 
s’évanouissant a l’origine ; nous admettrons de plus, ce qu’on peut toujours faire, 
que le radical doit étre pris avec la méme détermination dans les deux formules. 
Ces deux systémes de valeurs de 7, 7 deviennent égaux pour tout point dont les 
coordonnées vérifient la relation C(x, y, z) = 0; ceci nous montre que C(x, y, 2) 
doit étre identique 4 P(a#, y,z) et, comme le plan tangent a cette surface 
P(x, y, 2)=0 ne doit pas contenir |’axe des x, on aura 


C(a, y z)=ax+by+cez+da°+.... 
le coefficient a étant différent de zéro. Soit 
A(x, y, y=ae+ by toz+tda+...., 
B(x, y, 2) = age + day + 2 + dy? +....; 


faisons le changement de variables 
ee — j3 — /2 
CH, Your, 2=—w, 


les équations (21) deviennent 





a be = — 2u+ 2x” (at bu +ev+...) +2a'p, (a, u, va + butev+..., 
= = — v + 2x” (ag + dou + cut...) +2alqy (a, wu, v\Va+bu+ cu+...; 


les seconds membres de ces deux équations sont des fonctions holomorphes pour 
az’ =u=v=0 puisque le coefficient a est essentiellement différent de zéro. 
D’aprés le théoréme général, démontré au §1, ces équations admettent un systéme 
unique d’intégrales s’évanouissant avec a’, représentées par les séries convergentes 


uaa + Ba” +...., 

v= aya + By? +.... 
En revenant aux variables primitives x, y, z, nous voyons que les équations de 
la courbe intégrale sont les suivantes : 

a= #, 

y=al +64 +...., 

2=al+ Bt+....; 


cette courbe gauche posséde un point de rebroussement a l’origine. 
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Ainsi, la surface P(x, y, 2) = 0 dont on obtient Véquation en éliminant y/ et 2 


entre les trois équations 


_ _, ‘DF, ®) _ 


est en général le heu des points de rebroussement des courbes intégrales. 

En chaque point de cette surface passe une courbe intégrale ayant un rebrousse- 
ment en ce point, et la tangente de rebroussement est la génératrice de contact des deux 
cones T, T’ relatyfs & ce point. 

8. Une intégrale des équations proposées sera dite singuliére si pour chaque 
élément de cette intégrale on a a la fois 


” _, L.®%)_ 
F=20, m= 0, Diy,2) —” 


de sorte que les théoreémes généraux sur les équations différentielles ne s’appli- 
quent plus a cette intégrale. Toute intégrale de cette espéce, s'il en existe, sera 
nécessairement située sur la surface P(x, y, z) = 0, obtenue en éliminant 7’ et 2’ 
entre les trois équations précédentes. I] faudra de plus que pour tout point de 
cette surface, au moins pour une certaine portion de cette surface, la génératrice 
de contact des deux cones 7’, 7’, relatifs 4 ce point, soit située dans le plan tan- 
gent 4 la surface en ce point. Cette condition nécessaire est aussi suffisante ; 
car, si elle est remplie, on aura pour définir les solutions singuliéres une équation 
différentielle du premier ordre. Les fonctions F' et ® étant données, on pourra 
donc toujours reconnaitre par des calculs algébriques s’il existe des solutions 
singuliéres et former ]’équation différentielle qui les caractérise. 

Cette recherche pourra étre facilitée dans certains cas par l’application de la 
régle suivante. Nous avons vu que pour tout point d’une solution singuliére les 
équations (15), (16) et (18) devaient admettre une solution commune en 
y', 2.  Réciproquement, supposons que pour tout point d’une certaine surface 
Q(x, y, 2) =0, (ot Q(x, y, 2) sera nécessairement un diviseur de P(a, y, z)) 


les équations 
F(a, y,2z,m,n)=0, O(a, y, 2, m,n) =0, Dina = 
D(F,&) , D(F, ®) D(F,®)  _ 
D(z, m) * Dly,m)™ * Diz, m)"=% 
D(F,®) , D(F, ®) D(F,®) __ 


= n= 0 


Diz, n) + DG,n) ™+ Den *= 
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admettent une solution commune en m,n. Quand on se déplace sur cette sur- 
face, m et n sont des fonctions de deux variables indépendantes, de x et de y par 
exemple. En différentiant totalement les premiéres équations (22), on obtient 


oe da + ay a+ Se i re dn=0, 


= da + & dy + = dz + So am + = da == 0, 


ou, en tenant compte de la relation Din = =z 0, 


D(F.%), , D(F.®) , | D(F,®) 
Diz, m) ™ + Dy, mw) De, wy) 
D(F,®), , D(F,®) D(F, ®) 


D(a, n) lite, oh ** Dew 


Admettons que |’un au moins des six déterminants fonctionnels qui figurent dans 


D(F, ®) 


ces formules, par exemple D(z, m)’ ne soit pas nul; le plan tangent a la surface 








dz=0, 


dit + 





4) (x, y, 2) = 0 aura pour équation 


D(F, ®) D(F, ®) D(F, ®) 
De, a) 4-9 + DG. my F— D+ Diegrm 2 ape 
et la quatriéme des relations (22) exprime précisément que la droite 


aA~-6@  Fmy 2% 
1" -m™ ~~ 








est située dans ce plan tangent; et cette droite est la génératrice de contact des 


deux cones 7’et 7’. On peut donc énoncer la proposition suivante : 
Lorsque pour tout point dune surface Q(x, y, 2) = 0 les équations (22) admet- 
tent un systéme de solutions communes en m,n, sans que les sia déterminants fonc- 


tionnels 
pia D(F,®) D(F,%) D(F,%) D(F,%) D(F,%) D/(F, ®) 
D(a,m)’ D(y,m)’ D(z, m)’ D(a,n)’ Dy, n)’ D(z,n) 








soient tous nuls pour ces valewrs de m et de n, les équations différentielles proposées 
admettent des solutions singuliéres. 
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Les intégrales singuliéres, si elles existent, peuvent étre considérées comme 
les enveloppes d’autres intégrales. En d’autres termes, par chaque point de la 
surface Q(a#, y, 2) = 0 il passe, outre une intégrale singuliére, une intégrale non 
singuliére tangente 4 la premiére. Imaginons que nous ayons pris pour origine 
des coordonnées un point de lasurface Q(x, y, 2) = 0 et pour plan des ay le plan 


tangent en ce point, et soit 
a= $(«, y) 


l’équation de cette surface. Si on change z en 2+ (x, y), il est clair qu’une 
transformation de cette nature n’altére pas les relations de contact entre deux 
courbes; on peut donc supposer, pour la commodité du raisonnement, que la 
surface lieu des solutions singuliéres se réduit au plan des zy. Les deux systémes 
de valeurs de 7’, 2 qui deviennent égaux pour z= 0 seront donnés par des 
formules de la forme suivante 


he alee oie ile ee (23) 
2= B(z, Y; z)+q (a, y; ONE 


A(x, y, 2), B(x, y,2), p(x, y, 2), q(x, y, 2) désignant des séries convergentes 
ordonnées suivant les puissances croissantes de x, y,z. Hn outre, comme 2 
doit étre nul pour tout point du plan des ay, B(x, y, z) doit contenir z en fac- 
teur dans tous ses termes et on peut écrire 


B(x, y, 2) = 2B,(a, y, 2). 


Si dans les équations (23) on fait z = 0, elles se réduisent 4 l’équation unique 


qui détermine les solutions singuliéres. Si on pose d’autre part z= wv’, elles 


deviennent 


= Ay) +up(@, y, 0), 


2 = uB,(a, Y; wu) + q(x, Y; w), 


et dans le voisinage de tout point c=a%, y=y, w=0, ces équations admet- 
tent un systéme d’intégrales holomorphes pour lequel w n’est pas identiquement 
nul. Par chaque point (a, Yo) du plan des xy passe donc une nouvelle courbe inté- 
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grale tangente & la solution singuliére passant par ce point. Ce résultat est bien 
conforme a la théorie des solutions singuliéres faite en partant des congruences 
de courbes et de leurs surfaces focales. 

9. La proposition générale, qui fait le principal objet de ce travail, peut 
étre établie sans avoir recours au théoréme sur les équations différentielles qui 
a été démontré au début. Considérons d’abord une équation différentielle du 


premier ordre F(«, y, y)=0 (24) 
ou F est un polynéme entier irréductible en a, y, y'; intégrer cette équation, 
cela revient & exprimer a, y, y/ en fonction d’une seule variable indépendante de 
facon a vérifier l’équation (24) et la nouvelle relation 





dy —y'dx= 0. 
Or le systéme d’équations différentielles 
de _ dy dy! 
OF |, OF | OF OF y/ (25) 
ay Yay ar. dy 


admet l’intégrale premiére F(x, y, y') =const., et si l’on choisit les valeurs ini- 
tiales a, Yo, yo de fagon a ce qu’elles vérifient l’équation F (o, Yo: Yo) = O on 
aura aussi pour les intégrales 


Fix,y,y¥)=0, dy—ydx=0. 


L’intégration de |’équation (24) revient donc 4 l’intégration du systéme (25), les 
valeurs initiales vérifiant la relation 


. I\\ me 
F(x, Yo, Yi) = 9. 
Cela posé, supposons que pour x=a,, y= y l’équation (24) admette une racine 
multiple d’ordre n, 7/=y). Portons l’origine au point a, y et prenons pour 
nouvel axe des x la droite de coefficient angulaire yj. On aura alors 


Fe, yyYy=P(aytyPilc.ytyPa(e,yt+..--+y"Pri(e, y+. 
les n polynémes P(x, y), Pi (x, y),.... P,—-1(a, y) étant nuls pour r=y=0, 
et P, (x, y) n’étant pas nul poura=y=0. Les équations (25) deviennent 


da 


P, (a, y)+.---+(n—1)y"—*P,_ (x, y) + ‘ 
ee. Aa dy 
~ HAG... ae OF ” 
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Placons-nous dans le cas général ov il n’existe pas de solution singuliére ; alors 


a ty oe sera pas nul pour r=y=7/=0; 


pourront s’écrire 


les équations précédentes 


dz _ 
dy ~ 
d 

HVA N+P AG Yt 


A(z, y) + AQ (a, y+. -- FY" Qn—2(@, y) FY" "Qn (ey). - 5 
+921. NtH7QC C9) +--+: 


les coefficients Q,, Q.,....Q,-1 étant nuls pour z=y=0. Ces équations 
admettent un systéme d’intégrales holomorphes s’évanouissant avec y/, et il est 
aisé de voir que le développement de « commencera par un terme de degré n et 
celui de y par un terme de degré » +1. La courbe intégrale sera donc repré- 
sentée dans le voisinage de l’origine par les formules 


e=ay" +.... 
yay" t+ .... 


Si n = 2, ce qui est le cas général, la courbe présente un point de rebroussement 
de premiére espéce ; si n > 2, l’origine est un point singulier d’ordre plus élevé. 
Ktant donné un systéme d’équations simultanées 
F(av,y,2,y,2)=0, O(a, y,2,y¥,7)=0, 


on verra comme tout-a-l’heure que l’intégration de ce systéme revient a celui du 
systéme 


da 


dy 


dz 





D(F, ®) — 
Dy, 2) 





pot 


Dy, 2) 
dy/’ 


o)~ DF, ®) 


“DY, #) 
dz 





— DF 9%) 


D (2, x) y 


Diz, y) 


D(F, ®) 


+z nl 


= ®) 
Diy, ¥) 


= db) 
D (#, 2) 


= DFO) 
D(x, y) YD 





, DF, &) 


vil D(z, y')3 





les valeurs initiales x, Yo, %, Yd, % Vérifiant les relations 
/ Ne / i 
F(x, Yor 20» Yor %) = 9, P(x, Yo: ZH Yor %) = 9. 


Supposons qu’en un point de coordonnées 2, Y, % les deux cénes 7’, 7” soient 
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tangents; si on choisit ce point pour origine et la génératrice de contact pour 
axe des x, on aura 


F(a, y,%, y,7)=A + By + Ce + Dy" + 27d + Fe" +...., 
Oz, y, 2, oY, 2)=a + by ted + dy” + 2/2 + fe + 
ou A, B, C, D, E, F,....a,6b,c,d,e, f,....sont des polynémes entiers en 
x, y,%, Aeta étant nuls purz=y=z=—0. Désignons d’une maniére générale 


par LZ, ce que devient une fonction quelconque Z de wz, y, 2 quand on y fait 
x= y=2z=0; les deux cones 7, 7” auront pour équations 


sty ae (=)+ sat AG) 


by + 6 + dy (=) + 2655 x? 3 + A(z) = 


Pour que ces deux cénes soient tangents suivant l’axe des ~ il faut que l’on ait 
Boo — 5%) = 0. Nous pouvons méme supposer que l’on a pris le plan tangent 
commun pour plan des zy. On aura alors 


By a bo =0 ’ 
et nous admettrons que C, et cy ne sont pas nuls; autrement l’axe des a serait 


une génératrice double pour |’un des cones 7’, 7’. Ecrivons les premiers termes 
des déterminants fonctionnels qui figurent dans les formules (26); 


Diag = Be 1b + 2y' (De — Cd + Be — Eb) + 227 (He — Ce + fB— bF) 
| + 4(De — Bd) y" + 4(Df— Fa) yd +4(Ef— Fee" +...., 

D(F,®) OA , da dB , Ob 0A da 
Dey =m ~Cm t¥ {2 Ox ie lat” al an S| 

= o ,O0A da 
D(F,®)__, 0A da OB ob oA oa 
D(a, y) ;=b5- BE +y {b Ox — Bs, +5 — 2D 5 | 

798 _ de OA da 

D(F, ®) 





7 bd a 
ur c«=y=z=—0, 5 se réduit a 
Prey ’ Dy, #) 


2y’ (Dyco — Cody) + 22! (E, Cy a) es so 
47 
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Le coefficient de y/ ne sera nul que si on a Do, — Cody = 0, et cette relation 
exprime, il est aisé de s’en assurer, que les deux cones 7’ et 7” ont un contact du 


second ordre suivant l’axe des . De méme pour e>y=2z=7/=7=0, les 
deux derniers dénominateurs des formules (26) se réduisent respectivement a 


OA ) 
7), 


“Oa On 


et 4 zéro. Prenons le cas général ot il n’existe pas de solution singuliére ; alors, 


comme nous l’avons vu, on aura 


0A 
© Ox 


= 0 $2) x0 


et les équations (26) pourront s’écrire 


d 
ay =P + Py +P +.... 


di , ; 
ay = Pal + Puy + Py? +.... 
dz 
dy! 
dz 


af — @ + Qy +4? +..---, 


= Pie + Pry? + P32" - 





y, 


P, et Q, étant des fonctions holomorphes de x, y, z dans le domaine de I’origine. 
Dans le cas général ot les deux cones 7’ et 7’ sont simplement tangents suivant 
axe des x, P, et YQ, sont nuls 4 lorigine mais P, est différent de zéro. Les 
équations (27) admettent un systéme d’intégrales holomorphes s’évanouissant 
avec y/ et on aura pour les premiers termes du développement 


emay’ +...., 
y= By? +...., 

~ < ee 
f= dy" +.... 


Ces formules mettent en évidence le théoréme général démontré plus haut (§7), 
mais nous voyons de plus que le plan tangent commun aux deux cénes 7, 7" 
rencontre la courbe intégrale en quatre points confondus avec l’origine. 
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Si on suppose maintenant que les deux cénes 7'et 7” aient un contact du 
second ordre suivant l’axe des x, P,, P, et Q, seront nuls pur r=y=z=0, 
et on voit facilement que les développements des intégrales en séries auront la 


forme suivante gama” +e... 
ga ib. ..., 
sasoy +....., 
Z2= dy"? +.... 


La courbe intégrale présente a l’origine un point singulier d’espéce supérieure et 
le plan tangent commun aux deux cones 7’, 7” rencontre cette courbe en cing 
points confondus 4 l’origine. Etant donné un systeme quelconque d’équations 
différentielles simultanées, les points singuliers précédents se présentent d’une 
maniére normale. En effet, pour tout point de la surface P(x, y, z)=0 les 
deux cones 7’ et 7” ont en général un contact du premier ordre. Si on veut que 
ces deux cones aient un contact du second ordre, il faudra joindre a l’équation 
P(a, y, 2)=0 une nouvelle équation de condition qui déterminera avec la pre- 
miére une courbe gauche pour tous les points de laquelle les deux cénes 7’ et 7” 
auront un contact du second ordre. 

On examinerait de méme le cas oti les deux cénes ont un contact d’ordre 
quelconque, ou le cas oti l’un des cénes admet une génératrice double appar- 


, , Q A J ’ 
tenant 4 l’autre et en général tous les cas oll ¢ ce —C se nest pas nul pour 
, A 
x=y=2z=0. Si on avait en méme temps (c - — oe =0, tous les 


dénominateurs des équations (26) seraient nuls pour x =y=z=7'/=7=0, et 
on ne pourrait plus appliquer la méthode précédente. 

I] est facile de voir comment ces résultats se rattachent a la théorie des 
équations linéaires aux dérivées partielles. A chaque point de l’espace de coor- 
données (x, y, 2) les équations (15) font correspondre m directions issues de ce 
point; les surfaces telles que le plan tangent en chacun de leurs points contienne 
une des m droites correspondant 4 ce point seront définies par une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre et du degré m en p, g, qui se décomposera en 
réalité en m équations linéaires. Les surfaces intégrales s’obtiennent, comme on 
sait, en associant suivant une loi arbitraire les courbes intégrales des équations 


25). Si ces équations n’admettent pas de solutions singuliéres, comme c’est le 
q P g 
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cas général, l’équation aux dérivées partielles n’aura pas non plus de solution 
singuliére. Mais, si les équations (15) admettent des solutions singuliéres, la 
surface engendrée par ces courbes donnera une solution singuliére de l’équation 
aux dérivées partielles. 
10. Exemple I. 
y—ay'=0, ve? = 2+ ¥—1. 


Les deux valeurs de z’ deviennent égales pour tous les points du cylindre 


e+y—1=0, 


et la direction définie par la racine double est 7 = 0, y'/ = 2, c’est-a-dire la per- 


pendiculaire abaissée du point (x, y) sur l’axe des z. Cette direction n’est pas 
située dans le plan tangent ou cylindre, qui est par conséquent un lieu de points 
de rebroussement des courbes intégrales. I] est facile de le vérifier car ]’inté- 


grale générale est 


y=Oe, 2z=VP+ 7—1—arctgVv2e+y7—14+Q. 
Exemple II. (V. Serret: Journal de Liouville, 1°° série, t. XVIII, p. 29). 


y=u' ty +7, cadet yd. 
"équation D(f, ®) = 0 est ici 


Dy; 2) 
(x + y')(a + 2y'/) —27=0. 


En éliminant 7/ et 7 entre ces trois équations, on trouve |’équation d’une surface 
du sixiéme ordre 


[2x7 + Try — 92]? + 2(a* + 38y)[12x” (2 — xy) — 2(2?— y’)?] = 0. (28) 


Il est aisé de voir que, pour tout point de cette surface, les équations (15), (16) 
et (18) sont compatibles; nous nous trouvons donc dans le cas ot il existe des 
solutions singuliéres. L’intégrale générale des équations proposées est en effet 
donnée par les équations 


ane | (29) 
2—= bx + ab, 
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ot.a et 6 sont deux constantes arbitraires. Les courbes intégrales forment, 
comme on voit, un systéme de rayons rectilignes du second ordre et de la troisiéme 
classe ; ces droites sont des tangentes doubles de la surface (28), qui contiendra 
par conséquent les arétes de rebroussement des développables de la congruence. 
Pour obtenir ces développables, cherchons & déterminer 6 en fonction de a de 
fagon que les droites représentées par les équations (29) aient une enveloppe. 
On est conduit ainsi a l’équation différentielle 


db \? db 
ia) + dq —o=9 (30) 


dont l’intégrale générale est 
b= Ca + C’, 


C désignant une constante arbitraire. L’aréte de rebroussement correspondante 
aura pour équations 





2 tic ie c?, | 


4 
sen ew (31) 
4 2 
l’équation (30) admet en outre |’intégrale singuliére, 
a’ 
7 
et l’aréte de rebroussement correspondante est 
2-42] 
: f (32) 
a ae 
1s—- > a. 


Les équations proposées admettent, outre l’intégrale générale (29), une infinité 
d’intégrales singuliéres représentées par les équations (31) et une intégrale singu- 
liére isolée (32) qui est l’enveloppe des premiéres. 

D’une maniére générale, considérons le systéme d’équations simultanées 


Fy — ay’, 2z—az, y', 7) =0, 





D (y — ay, 2— az, y’, 7) = 0,7 
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qui peut étre considéré comme une généralisation de l’équation de Clairaut. On 
vérifie immédiatement que les équations (15), (16) et (18) se réduisent 4 trois 
équations distinctes; le systéme doit donc admettre des intégrales singuliéres. 


En effet, l’intégrale générale est formée par les droites de la congruence 
F(y—ax,z—bxz,a,b)=0, O(y—ax, z— ba, a, 6) =0, 


otia et 6 sont des paramétres arbitraires; les arétes de rebroussement des déve- 
loppables de la congruence seront les intégrales singuliéres. 


III. 


11. Les résultats qui précédent peuvent étre appliqués aux équations différ- 


entielles du second ordre. Soit 
F(a, y,y y")=0 (33) 


une équation du second ordre, ot F' est un polynoéme entier irréductible en 
x,y,y',y”. Si on pose y’=z, Véquation (33) peut étre remplacée par le 
systéme des deux équations 


F(w,y,%, — (34) 


y' —2=0. 


L’équation P(x, y, z) = 0, obtenue en éliminant z’ entre les deux équations 


ae aon 
F(z, y, 2, 2')=0, a7 0 
représente en général, nous l’avons vu, le lieu des points de rebroussement des 
courbes intégrales du systéme (34). Si on y remplace z par y’ on a une certaine 


équation différentielle du premier ordre 
P(a,y,y')=9, (35) 


que l’on obtiendrait évidemment en éliminant y’’ entre les deux équations 


Inn, OF 
F(«,y,y',y")=09, ay = 


et dont il est aisé, d’aprés ce qui précéde, d’avoir la signification. En effet, soient 
x, y, 2 les coordonnées d’un point M de la surface P(x, y, z) = 0; par ce point 
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passe une courbe intégrale du systéme (34) ayant un rebroussement en ce point 
et la droite X—« Y—y Z-: 
: 2  @ 





pour tangente de rebroussement. Cette courbe se projette sur le plan des wy 
suivant une courbe intégrale de |’équation (33) passant par le point (x, y), ayant 
un rebroussement en ce point et la droite de coefficient angulaire y’=2z pour 
tangente de rebroussement. Par suite, en chaque point d’une courbe intégrale 
de l’équation (35) passe une courbe intégrale de |’équation (33) ayant un rebrous- 
sement en ce point et la tangente 4 la premiére courbe pour tangente de rebrous- 
sement. 


Ce théoréme peut s’établir directement comme il suit. Supposons, ce 
qu’on peut toujours faire grice 4 un changement de coordonnées, que pour 
xe=y=y'=0, Péquation (33) ait une racine double y/’=a. Pour des valeurs 
de x, y, y’ suffisamment voisines de zéro, les deux valeurs de y’’ qui deviennent 
égales seront représentées par un développement de la forme 





yl! =at (qa + by + ay’ +....)+V age + by + ey’ +....5 (36) 


en posant, comme plus haut, y’=2z, cette équation peut étre remplacée par le 
systéme 


gat (axet bytezt....)+V ae + by taz+.... | 


y' =2. 
Changeons encore z en aw + Z; le systeéme devient 


Zr=artbhytaZt....¢Vauet by +aZ+.... | 
y' = ax + Z. 


A ce systéme on peut appliquer le théoréme du n° 1; car, si on pose 


eee”, you, Za, 


il devient 
U 
ve du 
sr "nie + ax” + x"v, 
v’ dv 


= = —vta2" Ja, + buteut+.. int + a jag... .}; 
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2 ~4 A . . 
ces équations admettent un systéme d’intégrales holomorphes s’évanouissant 


avec a’ Ou 
v= a +...., 
se + 


Par suite l’équation proposée admet une courbe intégrale tangente a l’axe des x 
4 l’origine des coordonnées et représentée par les équations 


2 a 4 5 
ean", y= a0 tar’ +.... 


On voit que l’origine est un point de rebroussement de seconde espéce ; ce qu’on 
pouvait prévoir a priori puisque la dérivée seconde doit conserver en ce point 
une valeur finie. En réunissant tous ces résultats, on peut énoncer la proposi- 
tion ci-dessous : 

Etant donnée une équation différentielle du second ordre F(x, y, y', y’) = 0, en 


éluminant y" entre cette éqguation et la relation 3y! = 0, on obtient une certaine equation 


différentielle du premier ordre P(x, y, y!)=0, dont les intéyrales possedent, en 
général, la propriété suivante. Par chaque point M dune de ces courbes intégrales 
C il passe une courbe intégrale de Véquation F=0, ayant un rebroussement de 
seconde espece en M et la tangente en ce point & la courbe C pour tangente de 
rebroussement. 

On démontrerait aisément la proposition suivante, qui compléte en quelque 
sorte la premiére: 

En égalant & zéro le coefficient de la plus haute puissance de y" dans Véquation 
F(x, y, y', y')=9, on obtient une certaine équation différentielle du premier ordre 
Q(x, y, y')=0 dont les courbes intégrales sont telles qu’en général par un point 
quelconque M de Vune delles C il passe une courbe intégrale de Véquation F = 0, 
ayant en M un rebroussement de premiere espece et la tangente en ce point & la courbe 


C pour tangente de rebroussement. 

Si ’un des polynémes P(a, y, y'), Q(x, y, y’) ne contient pas y’, on devra 
regarder, suivant les idées de Clebsch, l’intégrale correspondante comme se com- 
posant d’un point quelconque de la courbe P(x, y)=0 ou Q(z, y) =0 et de 


toutes les droites passant par ce point. 








équations différentielles simultanées. 365 


12. Nous avons supposé jusqu’ici que le systéme auxiliaire (34) n’admet pas 
de solutions singuliéres. Sil en est autrement, toutes ces solutions singuliéres 
seront situées sur la surface P(a, y, 2)=0 et leurs projections sur le plan des 
xy auront pour équation différentielle 


P(x, y, y)=0. 


Par chaque point de la surface P(x, y, z)= 0 passent deux courbes intégrales 
du systéme (34) tangentes l’une a l’autre, dont les projections sur le plan des xy 
sont des courbes intégrales de l’équation (33) et, comme les valeurs de 7 et de 2 
sont les mémes pour les deux courbes dans l’espace, leurs projections sur le plan 
des xy auront un contact du second ordre. On voit done que l’équation (33) 
admettra dans ce cas une infinité d’intégrales définies par une équation du 
premier ordre P(x, y, y/)=0 qui ont un contact du second ordre en chacun 
de leurs points avec une autre courbe intégrale. 

Les solutions singuliéres de |’équation (33) peuvent aussi étre définies directe- 
ment, sans passer par |’intermédiaire du systéme simultané (34). Nous dirons 
qu’une intégrale de cette équation est singuliére si pour tout point de cette 
intégrale la valeur correspondante de y’ est racine multiple de l’équation 
Fix, y,y, y')=0. Il résulte de cette définition que de pareilles intégrales, si 
elles existent, devront vérifier |’équation P(x, y, y’)=0 obtenue en éliminant 
y" entre les équations F=0 et sf =0. On sera ramené a rechercher s'il 
existe des intégrales communes aux deux équations 

Fa yy, y)=0, P(e, y,y)=09, 


ce qu’on pourra toujours faire par des calculs algébriques. Si l’équation F = 0 
est quelconque, ces deux équations n’auront pas d’intégrales communes et il 
n’existera pas de solutions singuliéres. Nous venons de voir quelle sera la pro- 
priété géométrique des courbes intégrales de l’équation P=0. Mais, si les 
intégrales de l’équation P=0O appartiennent a l’équation F=0, on pourra 
démontrer directement, comme plus haut, que ces courbes ont en chacun de 
leurs points un contact du second ordre avec une autre courbe intégrale. 

La recherche des solutions singuliéres peut étre facilitée par l’application de 
la régle suivante. [1 est clair d’abord que, s’il existe des solutions singuliéres, 
elles doivent satisfaire aux trois équations 


oF OF | OF C.. — 


P= 0, Fiona Oe 


48 
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Inversement, si pour tous les points d’une courbe C ces trois équations admettent 
une solution commune en y”, cette courbe est une solution singuliére. Hn effet 
soit m la racine commune aux trois équations 
OF _ oF —— 
am"? Ge tay 4 
quand on se déplace sur la courbe C, y, y', m sont des fonctions de x dont les 
dérivées vérifient la relation suivante 
OF , OF ,, OF yl" OF dm 
eet ay tT ayy Om ae 


qui, comparée avec les premiéres, se réduit a 


F(x,y,y', m)=0, 


-s=0, 


y!—_m)=0. 


ao 
oy 


. . . . OF 
On aura donc y’’= m, a moins que I|’on n’ait aussi — = 0. 


dy 


Remarque. Si ’équation = 0 admet des solutions singuliéres définies par 
Véquation du premier ordre P= 0, cette équation P = 0 pourra avoir elle-méme 
une solution singuliére et cette solution singuliére n’appartiendra pas en général 
a ’équation F=0. Car cette solution n’a en général qu’un contact du premier 
ordre avec les autres intégrales de P= 0. 


13. EHxemple I. yy! — aly” +1=0. 


L’équation P(x, y, y’/)=0 est ici y” —1=0; l’intégrale générale se compose 


de lignes droites y=reaut, 


et il est facile de vérifier que ces lignes droites sont des lieux de points de 
rebroussement de seconde espéce pour les courbes intégrales de l’équation pro- 
posée ; l’intégrale générale, que l’on trouve aisément, est en effet représentée par 
les équations 

e__ J 


2= Eo 5 PvP 1+ = L(p+vpP—i)+G, | 


s__ ] _ ane 
y= oe ee Seth. 


Exemple I. 
(1 + 2%) y” (say + 2 —)y" ty" + ay! —y=0- 








* Lagrange, Legons sur le calcul des fonctions. Serret, Cours d’ Analyse, t. II, p. 395. 
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Les deux valeurs de »’ deviennent égales si on a 


+4 


wa 
rt(etZ)r-ute— Bao 


On vérifie sans difficulté que les intégrales de |’équation (38) vérifient l’équation 
(37); il y a donc des solutions singuliéres. L’intégrale générale de l’équation 
(37) est en effet 

y = aa’ + ba + 4a? + 
et celle de l’équation (38) 


Sity + i +O — all be — lege eli oe Be 


L’équation (38) admet en outre une intégrale singuliére 


9 
a as 


y= — ee 


4 16 
qui n’appartient pas a l’équation (37). 
14. I] est aisé d’étendre ces considérations 4 des systémes d’un nombre quel- 
conque d’équations du premier ordre tels que 


F(a, is Yar ee es Yns YW Ya) e588 9 Yh) = 0, 
F,(@, iy Yas - + + - Yai He Fas - + - + He) =O, } (39) 


Ss €. 2° e_€ @ @ € 6. € © HS @ @ © © € @ 4 € 6 @ © 4 


F(x, Yi Yo) aoe Le Yn3 Yas Ya, = io es Yn) =0. 


Appelons point dans l’espace a (n + 1) dimensions tout systéme de valeurs par- 
ticuliéres a, y{,.---y° attribuées aux variables x, y;, couwrbe l’ensemble des 
points dont les coordonnées sont fonctions d’une seule variable indépendante, 
surface ensemble des points qui vérifient une seule relation 


OG, His Bar. . + - Hy) =e O. 


Tant que le déterminant fonctionnel 


Die Fe... ...B) 
Ps Yar «+ ++ Fo) 





sera différent de zéro, on pourra résoudre les équations (39) par rapport a 
Yir Ya, +++ Yn et appliquer le théoréme fondamental de Cauchy. Mais il n’en 
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sera plus de méme si ce déterminant est nul. En éliminant y{,.... y/ entre les 
équations (39) et l’équation 


Pe, Es 
he a i 





0, (40) 


on obtient une certaine surface 


P@cthiots ++ -. 3 eee. (41) 


En général, par chaque point de cette surface passe une courbe intégrale pré- 
sentant en ce point une singularité que l’on peut définir comme il suit; par une 
substitution linéaire convenable, 2, y,,....¥y, sont représentées par des déve- 
loppements de la forme 


Si, en chaque point de cette surface, la direction particuliére définie par les équa- 
tions (39) et (40) est située dans la variété linéaire & n dimensions tangente a cette 
surface, les conclusions sont tout-a-fait différentes. La surface P=0O est un 
lieu d’intégrales singuliéres, que l’on peut définir par un systéme de (” — 1) 
équations différentielles du premier ordre ou, ce qui revient au méme, par une 
équation différentielle unique d’ordre (n — 1). 

Pour appliquer cette théorie 4 un exemple, reprenons un des problémes 
traités par Serret ;* proposons-nous de déterminer une courbe gauche, connaissant 
la courbe lieu des centres de courbure. Si on choisit 2 comme variable indé- 
pendante, on aura a rechercher les intégrales de deux équations différentielles du 


second ordre 


F(a, Y; Z, y', z! ” ge fei (42) 
® (x, Y; By y', 2’, _, z'’) = 0; 





* Journal de Liouville, 1®re Série, t. XVIII, p. 23. 
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ce systéme peut étre remplacé par le suivant, qui ne contient que les dérivées du 
premier ordre 

F(a, y, 2, u,v, w, o)=0, 

(x, y, 2, &, v, wu’, v') =0; 
y —u=0, (42) 
zZ—v=0. } 


L’intégrale générale doit contenir quatre constantes arbitraires; or on connait 
immédiatement des courbes intégrales répondant 4 la question, les cercles qui 
ont leur centre en un point quelconque de la courbe donnée C@. En dehors de 
ces solutions; évidentes w priori, il existe d’autres courbes répondant 4 la question 
que l’on pourra définir directement. Considérons une développable passant par 
la courbe C; cette développable sera définie si on se donne l’angle @ que fait en 
un point quelconque M de C le plan tangent a cette développable avec le plan 
osculateur 4 la courbe C en ce point. Soit D une développable obtenue ainsi, 
et G la génératrice passant en M. Toute courbe gauche répondant a la question 
peut évidemment étre considérée comme l’aréte de rebroussement de la surface 
enveloppe d’un plan P mené par M perpendiculairement 4 la génératrice G d’une 
certaine développable D; et il faudra de plus que le point de contact du plan 
P avec son enveloppe soit situé dans le plan tangent 4 la développable D suivant 
la génératrice G. En exprimant cette propriété, on est conduit, il est facile de 
s’en assurer, 4 une équation différentielle du troisiéme ordre dont les intégrales 
fournissent la véritable solution du probléme proposé. Ces courbes correspondent 
a des solutions singuliéres du systéme (43); en effet, par chaque point de l’une 
d’elles passe une courbe intégrale ayant avec elle un contact du second ordre, le 
cercle osculateur lui-méme, et pour ces deux intégrales x, y, z, u, v, y', 2’, w’, v! 
auront les mémes valeurs. 

On peut encore s’en rendre compte autrement. Cherchons les courbes inté- 
grales passant par un point donné M de l’espace et tangentes 4 une droite donnée 
MM' passant par ce point. Autrement dit, cherchons les intégrales du systéme 
(43) qui correspondent 4 des valeurs initiales données de x, y, 2, u,v. Pour 
cela, au point M nous ménerons le plan P perpendiculaire 4 la droite MM’, et 
nous prendrons les points d’intersection 0,, 0,, .... 0, de ce plan avec la courbe 
C; sices p points sont distincts, ce qui est le cas général, les seules courbes 
répondant @ la question seront les cercles décrits des points 0,, 0,,.... 0, comme 
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centres et tangents 4 la droite MM’. Pour qu'il y ait une véritable courbe inté- 
grale tangente en VM a la droite MM’, il faudra que le plan P soit tangent a la 
courbe C’; par suite deux des systémes de valeurs de w’, v’, fournies par les équa- 
tions (43) seront venu se confondre: ce qui est la propriété caractéristique des 
solutions singuliéres. 

15. Prenons encore une équation unique d’ordre » 


iC Pe if se es) B (44) 


ou F désigne une fonction entiére de x, y, y’,.... y; si, pour 


et ag a n—1 — ,n—1 
Gam Hey SK Jor----F =H : 


l’équation (44) admet une racine multiple y"= yj, on ne peut plus appliquer les 
théorémes généraux. Pour trouver la singularité correspondante de l’intégrale, 
imaginons, ce qu’on peut toujours faire, que cette circonstance se présente pour 
les valeurs initiales x)= %4)= yj;= 0; et supposons d’abord que l'on ait aussi 
yo = yj =.... =ye=0, la valeur de y™ qui se réduit 4 zéro étant racine 
double seulement. Les deux valeurs de y™) qui deviennent nulles seront repré- 


sentées par un développement de la forme 


y™ = aye + agy + agy! +... bang y@—P +... EA dye + byy + bay +... (45) 


Posons of = hy, Uf Mem, os fe, 
on peut remplacer l’équation (45) par le systéme 


y' sere 
uy — %, 
Un—s lie 


wy =aetay + ay +.... t+ Vda + by + bay +... 








Faisons encore le changement de variables 


wa", y=o"Y, mma'U;, «26. ty = 2" U p13 
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le systéme (46) devient 








x! 

3 +Y=<2'0,, 

v au, . 47 

= = + U,-,= 2" U,_1, f an 
i do... : 

z a + CU, = 2" ‘ja+aY+. see ftal fo+... sf | 


.D’aprés le théoréme général du n° 1, ce systéme admet un systéme d'intégrales 
holomorphes s’évanouissant avec a’, et on vérifie aisément que le développement 
de Y commencera par un terme en (z’)’"+*. On aura done pour y un développe- 
ment suivant les puissances de «' de la forme suivante 


yan tt+ Barti+ yor ti4,... 


Supposons maintenant que pour e=y=>y'=0, y’=yi....y*X,=y$'—”, 
l’équation (44) admette une racine double y” = yj. On raménera ce cas au pré- 
cédent en posant 


yi! 
r_ Yo 


g= et get. +i 





on en conclut que le développement de y sera de la forme 


yl! yi) 


= ail ..... 
a a se A es ee fi 


~ 


a” taa"tt+ Bortl4 .... (48) 


La courbe intégrale présente a l’origine un point singulier d’espéce particuliére, 
analogue a un point de rebroussement de seconde espéce. 
Pour que ]’équation (44) ait une racine double en y™, il faut que l’on ait en 


méme temps OF 
By = 0; 


Vélimination de y” entre ces deux équations conduit 4 une relation entre y et 
ses dérivées jusqu’a l’ordre n — 1. 


O(c; 9, 9,.«-. 


Ly) = 0. (49) 
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D’aprés ce que nous venons de voir, les courbes intégrales de cette équation (49) 
possédent la propriété suivante. En chaque point M de l'une d’elles C, i passe 
une courbe intégrale de Véquation proposée (44) ayant avec la courbe C un contact 
@ordre n — 1 et présentant en ce point un point singulier de Vespéce caractérisée par 
le développement (48). 

Si les intégrales de l’équation (49) vérifient aussi ]’équation (44), ce qui ne 
peut avoir lieu que dans des cas particuliers, ces intégrales seront des intégrales 
singuliéres. On démontrerait comme précédemment qu’en chaque point de l’une 
d’elles passe une seconde courbe intégrale ayant un contact d’ordre n avec 
l'intégrale singuliére. 


Paris, Janvier 1889. 











Electromagnetic Waves and Oscillations at the Surface 
of Conductors. 


By Henry A. Row.anp. 





GENERAL EQUATIONS. 


In the following paper I have worked out a few cases of electromagnetic 
waves and the oscillations of electricity on a conducting body, such as may be 
useful in the further understanding of alternating currents and the subject of 
electricity generally. 

Of course all calculations must be based on Maxwell’s equations. In these 
equations occur two quantities, J and ~, which caused remarks by Sir Wm. Thom- 
son and others at the British Association meeting in Bath. Maxwell has already 
given the reasons for rejecting ~, and has shown that neither J nor y enter into 
the theory of waves. In order, however, that there shall be no propagation of 
free electricity in a non-conductor, the components of the electric force must 
satisfy the equation of continuity, and this leads to components of the vector 
potential satisfying the same equation, and J=0 therefore. I have satisfied 
myself that there is absolutely no loss of generality from these changes. Hence 
I write the equations as follows: #, G, H being the components of the vector 
potential, w, v, w of the electric current, P, Q, 2 of the electric force, a, b, ¢ of 
the magnetic induction, x the specific inductive capacity, w the magnetic permea- 
bility, C the conductivity, ¢ the time and o the surface density. 


-_0H 2G ,_ 4F 


a= oy — — : — dt 
- OF OH dG 
b= ai = CHO aE 

ae dG OF a dit 


R= 


“= On dy’? at 
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d.\ dF 
° at 
x dG 
An i dt 
d\ di 
4n dt/ dt 


le Ne eee: yf 
e= mor= —(C+— ee 


=~ ag BOR (04 


ie Se -_ 
wx iq SH= (c+z 
oF aG. an 
a *a*s *- 


Inside a good conductor, such as a metal, Maxwell has shown that x can be 
neglected in comparison with the conductivity, and the equations take the form 
of the diffusion equations for heat. 

The conditions at a surface of separation of two media are as follows, though 
all the equations are not independent, 7, m and v being the direction cosines of 
the normal to the surface: 


(a—a,)1 + (6 —6,) m + (ec—«a)n =0, 
(w—um)l + (v—v)m +(w—w)n =0, 
(xP — x,P,)1+ we — *,Q;) m + (xR —x,R,)n= 4x0, 


EB G- Bene 
(¢- :) —(4-)n =o, 
—G-2)n-E- hy =, 


am a —(k— k,)m=0, 
(R— R,)1 — (P— P,)n=0, 
(P—P,)m —(Q—Q,)I =0. 


The electrostatic energy of any volume is 
mS Sf P+ G+ BR) dadydz, 


and the electromagnetic energy is 


RS 7 J gj (2? + b+ ce) dadydz. 











Oscillations at the Surface of Conductors. 


The equations of Maxwell, applied to periodic disturbance, indicate that all 
the vector quantities have only two directions in space at any point. The vector 
potential, the electric current, the electric force and the electric induction being 
in one direction, and the magnetic force and magnetic induction being in another 
direction, the cosine of the angle between these directions being 


Fa+Go+ He 
J (a +B+ +¢)(F?+ G+ HP’) 


A system of surfaces can always be drawn containing these two vectors, as in 
hydrodynamics in the case of steady flow for the vortex lines and lines of flow, 
and these surfaces constitute the wave surface when the motion is periodic. In 
any case we may call them by this name. In the case of periodic motion, the 
flow of energy is perpendicular to this surface for plane waves at least, and Prof. 
Poynting has carried out the idea for all cases and supposes the energy always 
to flow perpendicular to this surface. 

At the surface of a perfect conductor the conditions are much simplified. 
The disturbance penetrates only an infinitely small distance into the surface, 
and consists of a current sheet whose components per unit length along arc of 
cross section can be designated by U, V, W. The surface conditions are then 
transformed into the following: 


1 = as 
a eae 
v= ing 

ws 7 1 — le}, 
~ ia — mat, 


- aa bV+cW=0, 
lU+mV+nw =0, 


rae dU av. aw) do 
lu+me +nwo= {+R ta t= cae 


la+mb +ne = == Q, 


IP+mQ+nk= a, 
mk —nQ= 0, 
nP —IR =0, 


(QQ —mP=0. 
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From these equations we see that the electrical vectors, such as the vector poten- 
tial, electric force and electric current, in the medium must be perpendicular to 
the perfectly conducting surface, and that the magnetic force and induction must 
be parallel to the surface. The wave surface must then be perpendicular to the 
conducting surface, and the currents in the surface are in the direction of the 
normal to the wave surface. Thus the system is orthogonal at the surface. 

Selecting a complete orthogonal system, one surface being the wave surface, 
we can replace the surface containing the magnetic induction a, b, c by a per- 
fectly conducting surface. 

The solution of cases of progressive waves, as well as stationary waves and 
electric oscillations on conductors, are all dependent on these general equations. 
One general fact with regard to electric oscillations is to be noted, and that is, 
that, as in the case of sound, the period of oscillation of an electric system is 
proportional to the linear dimensions of the system. 


Two DIMENSIONS. 


Suppose the waves to move in the direction of the axis of XY without any 
change of form, but with or without damping, which would influence the ampli- 
tude of the disturbance. Then the disturbance can be expressed by the equations 


F=— i ie +=, a —_ Tgat ot 
a 


= 1 /oT 
— ax + ct — nae ax -+- ct 
G= Mest", b= — = AN )« 
-_ 1/0T 
— ax -+- ct eons ax -+- ct 
H= Tere, et (] + AM)¢ ; 


where L, M, N are functions of y and z and 


- foe ae. ao 
A= cu (4a + cx); i oy + oz? = oy Oz ’ 


AM + (a—A)M=0; AN+ (a?—A)N=0. 


In these equations in general a= a + 78 and c= A — 1b, where a is the distance 


damping factor, / is the time damping factor, the velocity of the wave is + and 


b= yr, where v is the number of alternations per second. 
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A special case is given by F=0 and a?— A=0, which is applicable to 
waves on perfectly conducting cylinders. 
These conditions give 


OM ON_., 
Oz oy St 
OM, oN _ 

ao 


Hence Mand WN are conjugate functions of yandz. If @ and wy are conjugate 
functions of y and z, we can therefore write 








_ a> _ = ow 
a Oy dz ’ 
_.. &.... 4 
a 
, Pan, ax, 
g= Fh nts, =a Se Gere 
H= d gin t+ ct Sie git tet 
oz ' Z 


Hence the electric quantities lie on the curve ~= const. and the magnetic ones 
on @=const. Therefore the conditions at the surface of a perfect conductor 
are satisfied for the cylindrical surfaces @ = const. 

In general, we take two cylinders, ¢/ and $”, so as to account for the direct 
and return currents and for the + and — charges. 

The surface density on @ = const. is found to be 





= = he +, 
where s.. (2 dp\?_ (dV? , (OY? 
m= (3h) + ar) = a) + 
and the electric current 
U, =a a ge” +c. 


Hence we have the remarkable theorems : 
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Theorem I. The electric density on the cylinders is proportional to the density 
which they would have if they were charged with electricity at rest ; and the electric 
currents are distributed in the same proportion, although not the same phase. 


This leads to 


1 ‘ 
Theorem II. In the case of perfect conductors we have LC = P? where L is the 


self-induction and C the capacity per unit of length, and v the ratio of the units or the 
velocity of light. 

This is best proved by considering the energy of the system per unit of 
length as derived by the formulae above and by the ordinary ones in terms of 
the capacity and self-induction. Thus we have 


— (f a af J hi? (e+)? dadydz, 
sa pr Uds) = af Sf fi (ert) decdyde, 


where ds is an element of the curve ¢ constant, and the line integrals are taken 
around the curve @/ or @”, and the volume integrals between 9! and g”. Whence, 
substituting the values of o and U, and dividing one equation by the other, the 
theorem is proved. 

In the case of imperfect conductors and long waves, ~ currents sink below 


the surface and the self-induction becomes greater than os Be 


It is to be noted that rapid alternation of the current to some extent takes 
the place of improved conductivity in causing a superficial distribution of the 
current. Indeed the equations only contain the conductivity multiplied by the 
number of alternations per second, although the number of alternations per 
second enters separately. Within certain limits, therefore, the following is 
correct : 

Starting with very good conductors and very long waves, the electric cur- 
rent will be uniformly distributed throughout the section of the conductors. As 
the waves become shorter and the number of vibrations per second greater, the 
distribution of currents changes and finally they are entirely on the surface of 
the conductors and distributed very nearly like the density of electricity, pro- 
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vided the conductors were charged with electricity at rest. The waves must, 
however, be long as compared with the sectional area of the cylinders.* 


Plane Waves at the Surface of Separation of Two Media. 


At the surface of a liquid or of an elastic solid we may have waves propa- 
gated according to known laws. So, at the surface separating two media, there 
may be waves whose theory will now be given. In this investigation a, b, ¢, e 
and A, B will be complex constants. Let 


F= Aeg@ tute 

—_— t 
G = — Aag*@ tote, 
H= B etteytet 


which satisfy the equation of continuity. Maxwell’s equation gives also 
—puc(4nC— xc) + a+=0. 
Let the plane y = 0 separate the two media of conductivities C and C, and spe- 


cific inductive capacities and magnetic permeabilities xu and x,u,. Maxwell’s 
equation and the surface conditions then give 


a=, C=C; 
@+e=pc(4nC+ x), ? +4 =mc(4r0, +x, 0), 
A @+ey= “Gta, B= B,, 
Le My 
Ae = A,e,, ne. 
le 4 


There are two principal cases— 


1st.— Magnetic Waves. 
The condition is A= A,=0, 
Pr=uG@= 0, FF, 2 G, = 0. 
H= Bettute H, — Beret Seytet, 


When there is no time damping at the source of the wave, we can pass to a real 
solution as follows : 


a=atiB, exy+tv, c=—b=—inr. 

*The distribution of currents is superficial for moderate conductivity and short waves. Hence, 
inside the conductors, the electric and magnetic forces must be zero, and this leads to the same super- 
ficial distribution of electric currents and surface density which, when the section of the cylinder is 
small compared with the wave length, becomes that of electricity at rest. 
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The conditions from Maxwell’s equations give us the values of these in terms of b. 





a? =} reer t eda (Of — OLY +B (xt — x, +b (xt — ws) 

= b tv 6a (OF — C.F +P — x, — O(a —x,)}, 
y=b foal” 67 (Cy — Cu)? + © (xy, — xu)? + b (eyt0, + “)} 
& =) stn J 1672 (Oyu, — Cu)? + & (xy, — xu)? — 0 (x, — ui), 


where a and @ must have opposite signs. For the second medium 
m4. 
lL 


When «=u, these all become infinite and no wave is propagated. Hence they 
depend on the difference of magnetic properties. The magnetic disturbance is in 
the plane xy and the electrical disturbance in the direction of the axis of z. The 











=a; 2=86; n= iY: = 


— ae . a 
wave advances in direction of x with a velocity — and a damping factor a. 


The waves in both media die out quickly as one passes away from the surface 
according to the damping factors y and y,. So that the wave is confined to the 
~ surface in the same sense that a water wave is confined to the surface of water. 
The case of greatest consequence is that of iron and air for which 


1 1 


Cas, ul, ~~ 9x 10”? C1= F000" (4, = 1000, x,— 0, 


all on the c. g.s. system. These give very nearly 
2 ne 
on a= Ba—y=banrs/" and y, = — 6, = nav 2Cywyr. 


If 4 is the wave length of a complete wave, » the number of reversals per 
second and V the velocity of the waves, we have 


2a V vA 


Hence the disturbance is given by the following quantities : 


Vector Potential. 


In Air. 
Poa G0, 


H = Be?" * cos {8B (a + y) — mt}. 
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In the Magnetic Metal. 


FF, =z G, = 0, 
AH, = Be? +" cos {8 (a + wy — art}. 


Magnetic Induction. 
In Air. 


a= — Be P +8 Ssin [8 (w@ + y) — art] + cos [8 (a + y) — mt]}, 
b= + Be®?tB }sin [8 (@ + y) — mt] + cos [GB (a+ y)—art]}, 
o =e 0, 
In the Magnetic Metal. 
cy = — Be Pet Buy {sin [8 (@ + wy) — mvt] + cos [8 (w+ wy) — mrt], 
b= + Be Petew8 {sin [8 (a + wy) — art] + cos [8 («@ + my) — mt]!, 


¢, == 0. 


The waves which proceed outward from the surface into the two media are 
therefore of the same type as the heat waves sent downward into the earth from 
the periodic heating of the sun, and may be called diffusion waves. The compo- 
nent along the surface is of the same type. In this type the real and imaginary 
parts of the coefficients of « or y are equal, and therefore the amplitude of iy 


wave is decreased to ee of its value in going a complete wave length or 5 rd 


in going half a wave length. As an example, take iron with »= 200. per 
second. We then have 


Velocity along surface, 2 = / 7H = 31600. cm. per sec. 
Wave length along surface, “ = = = 316. cm. 
Perpendicular velocity in-air, = 3 =a/ aC; = 31600. cm. per sec. 
a wave length in air, oi = 5 =v 3 = 316. cm. 
Po ee 


y os a 
velocity in iron, = =</5 = 
by (40 = Ly 


wave length in iron, = 
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One is impressed with the small values of all these quantities, especially the 
velocity of penetration into the iron, which is only 32. cm. per second. At a 
depth of one-fourth 4 the disturbance is only one-fifth that at the surface, and in 


. a es ‘ : 
this case it is only .08 cm. or 35 inch! Even at the depth of inch the dis- 


turbance is only about half that at the surface. The disturbance along the 
surface is also only half as great when the distance from the disturbing cause is 
40 cm. or about 8 inches. 

This theory explains an experiment of Prof. Trowbridge, in which a bar 
was placed in a solenoid through which an alternating current was passed. Only 
the outside was found to be magnetized and to attract iron filings. 

From this theory we see that any iron requiring very rapid changes of 
magnetization must be divided up into very fine wires or laminae, in the well- 
known manner, whose thickness or diameter can be reduced with advantage 


s . 
even below 100 inch. 


- The lines of magnetic force in the air are at an angle of 180°—45° with the 
surface, while those in the iron are nearly parallel to the surface, the tangent of 


the angle with the surface being = ‘ 
1 


Case 2.—Electrical Waves. 


This case, in which the electrical properties are the principal factors and 
the electric currents and displacement are in the plane containing the normal to 
the surface and the direction of propagation, is obtained by making B= 0 in 
the equations. This gives the surface conditions 


A A 
-— (?+eé)= = (a? + é), 
Ae = Aye, 


and the conditions of wave propagation 


e?+e=uc(4nC+xc), a&+4=mc (4n0C,+%, 0). 
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These give 
nr y Ha (400 + xe) — w (40, + m0) 
a —C (4nC oe xc)(4n C; + %,C) (4n0 +4. xe)? = (420, + xc)? > 3 
» U(4aC + xe) — uy, (400, + x,c) 
(420 + xc) — (420, + x,c) ’ 


ie (4a + xe) — wy (400, + mc) 
ao (4nd, + mey (4m + xe) — (400, + xc) * 


& =c(4nC + xe) 





The separation of the real and imaginary parts causes too complicated 
results, and therefore it is better to simplify them before reduction by applica- 
tion to the case of air and a metal. For this, C=0, w=1, x,=0 or is at 
least small compared with C,. This gives 


bPxiu, 





+s aa = 0 nearly, 
2h? 2 
B= bax {2 ++ “ aad = br/x nearly, 
ae may, Buy 
PE ME page: 


yy = 0 = V 2nC buy. 
The waves thus proceed with very little damping, and have the velocity of light 
r/ = , very nearly. In each of the media, as we pass away perpendicular to the 
x 
surfaces, the waves are of the diffusion type. Putting 
o = But dy — bt, 
g: = Bu + dy — bt, 


the disturbance is 
Vector Potential. 





In the Air. In the Metal. 
F= Aye*t” (coso—sing), F,= Aye*t™”” (cos o, — sin 9,), 
G= — Ae* t+ (a4 cos? —f sin 9), Gj=—A co etna, sin , +8 Cos 9;), 
H= 0, H,= 0. 
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Magnetic Induction. 


In the Air. In the Metal. 
a=b6=0, a,—b,= 0, 
c= Ab’xe“ +” cos. ¢, = AD xuye""+™ cos $y. 


Electric Current. 


: : Cyl | 
e+ (cos @ — sing), (y4= A a e+ Y (cos @; — sin >)), 


bxy 
An 
b*x 
eae: An 


w= 0d. | w= 0. 


exe 
aa + yy Qj | — b'x ax yy j 
e* tw (acos@— sing), | v4, =—A —— (a cos @; — 2 sin 9), 


Surface density of electricity is 


bx 


maiitie An 


é” |B cos (Ga — bt) + asin (Ga —bt)}. 
As the electricity is not at rest, there is no such thing as a potential. 

The case we have solved is that of waves of electromagnetic disturbance 
advancing along the surface with a velocity a little less than that of light, with 
only a very small damping factor, accompanied with an advancing electrostatic 
charge upon the surface. The waves die out as one goes away from the surface, 


b2x3u 


according to the very small factor ¢ *@” in the air and to the large factor e-V"Gmw 
in the metal. Indeed in the latter the waves are of the diffusion type which die 


1 : , : , 
away to 5apth part in a complete wave as discussed in the case of magnetic waves, 


, , 2 
The wave length perpendicular to the surface is 3, a , the same as for the 
11744 


magnetic waves. For 7,= 200 reversals per second, this is .82 em. for iron and 4 
cm. for copper. In other words, the current is diffused downward into the copper 
more than twelve times as fast as into iron. In copper, at a depth of 5 mm., the 
current is .45 at the surface, with 200 reversals per second; in iron the distance is 


2% ‘ 
only 0.4 mm. or about 60 inch. These results are for a plane only, and in case 


of wires the current is diffused inward from all directions, and so much more 
than one-half the current reaches the center of a wire 10 mm. in diameter. I 
shall treat this case later. 
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The waves in both the air and the metal are plane waves whose intensity 
diminishes as one passes away from the surface. In the air, the wave surface is 
nearly perpendicular to the metal surface, while in the metal it is almost parallel 
to it. The equation to these wave surfaces is Gx + dy — b¢= constant and 
Ba + dy — bt = constant. 


Two Metal Strips, Electrical Waves. 


Let us now consider the case of two metal strips of infinite extent con- 
nected along one edge to the poles of an alternating dynamo. For a practical 
case, we can limit the strips to a certain width, provided their distance apart is 
small in proportion to their width. Let the strips be of the same material and 
the same thickness. There will then be a central plane of symmetry at which 
the condition is that the displacement currents and electromotive forces along it 
shall be zero and the magnetic force and induction perpendicular to it shall be 
Zero. 

Let the plane y=0 be this plane, and the strip on the positive side be 
between y= D" and y= D’. Then the vector potential in the three spaces can 


be written 

F= Ae ie — g- ¥) et 

Central space, [ a ” sities 

G =—Aaje*+ ele ; 
é{ Ale’ _ Be- ey re. 
_— _ a} Ale’ + Be- ey} pore. 
oa ell All ge'y + e+ ue? 
a AA! eu + et ct 


/ 
Metal strips, ee 


nili 
Outside space, os 


These satisfy the conditions at the central plane and also the equation of con- 
tinuity. For wave propagation we also have 
a= —e 4+ exu = — ee? + 4nC'cu' = — e” + xu, 
whence dase. 
The conditions at the surfaces of the metal are 
ox Al et’?" = AnC'e J Ale?" + Ble- <P" | ell Allge”D” — of { Ale?” — Bie-??"}, 


4n O'e { Ale’ 4+ Ble- on) — Cx AS P+ e~ ~~ |e { Alee — B's- a: — eA { e°?” ——e oP". 
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These, with the three above, give 7 equations for determining a, e, ¢, e’ and 
A", A' and B’ in terms of A. 


a a ae , "Mn 
Cul gr? (D D’) 


, 1 , . 
Putting = me in! © w=] and noting that eD! is very small, we 





have the equation 
E eu! 
3 ns. SI ae — 
e& — Ke + ay e inC'D! — 9: 


The first, and very near, approximation to the value of e is 


E x / el eer” + I 


. een 
AnC! gen"— D1 4’ 


a, ia 


in which ¢ = V7 4nC'cu' very nearly. 





1 fl ee" 44 
—_—— .! Sn. : 
This gives a’ = c’xu {2 +- a sx 2 DD) — i} . When the thick 


: : ; 1 
ness of the strips, D’ — D’, is small, we have, since xu = and «= 1 nearly, 


for all insulators, 
eee ae b | ab 
a= (a+ ey = oe alain 4n0'D! (D" — Dv" 
6? 7 1 








a= 53 \V Gao (D" — D) by 7 3 i} 
b? _— 1 
P=>33 ol (42 0'D (D" — Db i if. 
The limiting case, when C’D! (D" — D’) is small, is 


1 b 
B= —0= SN ODD): 








The waves are then of the diffusion type, giving a velocity of 





2 
a =vV/8nC'D' (D" — Db, 


which is the same as the solution of Sir William Thomson for a cable whose 





: , ‘ x 1 : 
capacity and resistance per unit of length are ind and C'(D' — Dl respectively. 





Oscillations at the Surface of Conductors. 387 


But when the thickness of the strips increases in value, the damping factor a 
decreases and the velocity increases until we reach the limit for which 


2 _ EE. . 
= cal +o 8nxC'b +i} 
which gives 


Se was 1 - 
w= ae + cleo + aD 80 — —1~ D™ 3n0% 


ths Biwi + ae + ov a anh tt pw sont: 


When the conductivity is large, the damping factor vanishes and the velocity of 
the wave is that of light, as it should be. 





The Expression of any Differential Coefficient of a 
Function of a Function of any number of Variables 
by aid of the corresponding Differential Coeffi- 
cients of any n Powers of the Function, 
where n ts the Order of the 
Differential Coefficient. 


By J. C. Frevps. 





Let «, y, z.... be any number of independent variables, uw any function of 


. . d dd 
these variables, and A any function of the degree n of the symbols ae eae eee 


n being a positive integer. Evidently 


(=) =e (a)G)- .. u"=h(m).u", 


where g(m), h(m), considered with regard to m alone, are polynomials in 
this quantity of the degrees n and r+s+.... respectively, whence plainly 
Au" = f(m)u" where /(m) is a polynomial of the degree m in m. We have 
therefore, by the ordinary theory of partial fractions, 


1. Au™=f(m)u"=6(m). A u”™ = 0 (m) w" oe a i 


gitar fla) ue” ae 
= 00m yo i sn Fa) 


where 0(m) = (m— a )(m—a,)....(m—a,), the a’s being any constant quan- 
tities all distinct from one another and greater than 2 in number. In particular, 


: ot ae ee 
if we put p=n, a,=7 for all values of r, s=(+) (a) (+). . . where 
ptotr+....= =n, and designate by B,,,,.... the coeflicient of x°y72" . in 
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the development of wu”, we have on dividing equation (1) through by p! o! ¢!...., 
putting e<=0, y=0,z2=0...., and noticing that #(r) =(— 1)*~"r! (n— 1)! 
2. B,, = 6 Sug" B,, rar a 

isi aici a my m—r i (r) 


we (ed POR 
=m(m—1)....(m—n) a re os 


where uw) expresses the value of w when a= 0, y=0,z2=0. 


In particular, if « be a function of one variable (x) only, and A= (+ > 


n 


7 ; us" (—1)°-*B, 
By, n—— ™m (m =a 1) avetas (m — n) “ ih? : = ? ee r) ss , 


a formula originally due to a suggestion of Hisenstein, and of which a proof has 


been given by Sylvester.* 
We might notice more generally that Aw"v = #(m) wu" where w and v are 


any functions of the variables and F'(m) is a polynomial of the n degree in m, 


whence, in the same way as (1), we derive 


Pp 

m ). — Au*’v 

3. Au v= 7) (m) m—a,’ 0 (a, +" 
0 


Hence we see that formula (2) holds more generally where B,,,,,,... is the 


coefficient of wy”... .in wv. 
If we have o(u) = S a,u" (the a’s being constant coefficients), and apply 
(1), we get 


, d 
4. Ap(u)= pie Ce O(m i) - St ")= ST Wey : ve Cte) p(w). 
0 r ; 


—~ Gl 
du “4 


If, in (4), we put p=n, and a,=r, for all values of r, then 


n+1 
a eee aaa ore — 7” +1 
6(u )= ” ae (= 7 1)(u« du 2) ee (us n) = ” (=) 


* Quarterly Journ. of Math., Vol. I, p. 199. Also Bertrand, Cal. Diff., p. 131. 
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and we have 


5. Ad (u) = ec 1)"~"u uraut ace 


r!(n—r)! 





=f 


Sosa" fee a(oyi 


n 


ae : ~(— 1" Ta" Au "—8 @ (wu) 
ore Can (n—r)! (r—s)! (as) ” ae 


uit 
or tes in (5) we operate first with ae "and afterwards with (u# ie r) ’ 








we get 


6. Ad (u) = Ye om ist I u*—"@"t) (u) du, 


where, in performing the integration by successive partial integrations, we put 
zero for the arbitrary constant, or what is the same thing, the integral is the 
sum of a number of terms each one of which contains as a factor @ (u) or some 
differential coefficient of @(u), as is readily seen from (5), where the whole 
operation upon } ae is direct and not inverse ; thus from (6) we obtain 





sent —1 pP—rp—T Ayr - * (—1y P—?)p—T ap 
For example, we vate 
ae Val oe Lyra 


nannies (f \- 1)’u—"Au’. 





ae Mh Ln u p ; 

We see that ao a Au’ = A( — — 1) “— when the operation A 
= a 

has been eas (a ii treated as a constant), a is replaced by u. We have 

therefore from (7), 


8. Ad (u) = dover A (= — Ly 


where, after performance of operation A, a is replaced by w. 
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In particular, when uw is a function of one variable (x) only, and we put 


A= Cm (8), we obtain Ci (u) = yo _ (w) Cy (= —1), a sym- 


bolic expression for (49 (w) given by Bertrand.* 


Again we have Yy (u <2) u" = go (n)u" = Evyo(y)w’, (y = 0), whence 


eur) Yau" = Y°aH5e(y)w (y=0) and 


d 
9. o(u —) A(uW)= (BL, )eoly)u", (y=). 
We might notice in passing that putting we’, y(u)=¥(z), x(Z,) = v( § 


we obtain the theorem 
10. ¢ £) 4 (2) = (77) -¢We"= v(x ia Para (y), (y=9). 


If in (4) we put @(u) = (log w)*, we get, with the help of (9), 


~~ Au* ue da o(ua) u~~ Au” we . uY 
A (log u)* = a 2 (log u)’ = . (lo e TMU! 
Uae " 
“ye *Au* ye * O(y) w 
0’ (a,) dy/ y—4a, 
ee “aa O(y) a 

= Wa.) Ww (log u+ — iy) eee, (y= 9), 

thus, 
i d uy ye 6 (m) ie 
$2. A (log wu)’ = (log ut - +) a tiny ame, (m= 0). 
We might also obtain this result directly from (1) by differentiating with regard 
to m, thus 
— nm — — m —m Maou ™m d -, —m m, 
A (log u)* u™ =(5 7 Au Gen "ou (u- "Au™) = w (log u+ +.) u~™Au”™ ; 

















* Cal. Diff., p. 141. 
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substituting in this formula for Aw” from (1), we obtain 


$ 4m — u-“Au* 6(m) 
A (log u)*u" = u "(logu +“) »" ar oe 4 


and on putting m= 0 in this formula we obtain (11). 
Supposing (log u)* to be developed in powers of x, y,z...., put in par- 
ticular uw, = 1 (therefore log w= 0), 


d=) Gy) Geir PEM eptetet ees 


also designate by A,,,,,..., the coefficient of ay’z’.... in the development of 
(log wu)’, then (11) — 


Oe aot? 


Pe a > “Had ve) 


m= ics zs=y=. 





We have therefore 


Au _O(m) 
12. ' igi rr eae 7 Leite): m— a, 


nu=0=2=>y=. 


es =(3,) ars ‘i en 


ee €- Mee Gag oe) (m=0), 0(m)=m(m—1)...(m—n). 


In the same manner that we obtained (4) from (1), from (11) we obtain 


13. A® (log w) = 0 (log u+ . =) eee Ss (mm == 9). 
Putting u= y(v), from (4) we a 


y+ Ay? A (v 
“6! ae Gis) 2) ger , 
vs. 4 


Aur =Aiz(e ile 


Substituting in (4), 


nt Aa( “te oP Ave ~ acm) 


Ady (v) = (wu). 
PY )D» Dio (4,)(u —a,) “6 (8,) 





vo . 
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where 
0, (m) = (m — By)(m — By). . . (m—B,), 6_(m) = (m — a)(m— oy)... (m — a). 
By successive applications of oe we will get in general 
d 


14. ADO). = Yo mrpD> amills Ser” én 
6h ( 


(x, (Oa d@. a ene ‘) 
Os (Os d®,_ ) ae picid © aa 


@ (a. (2 a ro —~ Hy}, ,) an 6; (a, :) (®, d®, me a.) 


PD. 
wu 1" (us U 4 
’ du 





Ps" 8 




















x 7 Qu, 
/ — 
41 (44, o)(u du °™ > 
where @, (m) =(m — a,,9)(m—a,1)....(m—a,,,), thea,’s being any p distinct 
quantities taken at will, of which any number may happen to coincide with a,’s 
in any other function 4, (m)=(m— a,,9)(m—a,.1)....(m—a,,,); putting for 
all values of 7, 0,(m) = m(m—1)....(m—p)=0O(m), we have 
- D-4,0 eae a 
15. AD®P,_ 1... .P,(u) aye re S16 PD, 
; ire M aS ' —4) 
l 
w(t (od) 
2 ie ss we DP, 0 PD, d®, ; 
- fat + + vom : 0: 
/ — — 
“We )(e-. i. as 6 ()( a5 —#) 
“7 (ua du 


dD! . Au”. 





x 
d 

6 as — w) 

For brevity I have put ®, =®,(w), 0, =®, (P,)=®, {P,(u)}, ete, 0.=, (P,_)). 

Putting in (15) 








1 p+ 
6 oo 2 @?- - , 
( i 2 op? a oa. 2 — Pi . 
PD, _ 2 ti ie ee ®, —2 d®,_ . Wai 


= 2 f er=3 ( “ey i‘ b7_ dP, _», 
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where, as in (6), the integration is supposed to be performed by partial integrals, 
the arbitrary constant being put equal to 0, and 


To 1G m= oe & ) 





with similar substitutions with regard to q, &, t, etc., we get for (15) 


16. A@DP,_,....9,(u) = 3 "Yon ety w, (—Dit rte tbe & xs 


EYE) Soe ha) attf 05 (Jt 


) ppt ie) Me, J (ty ‘Pidu. Au”. 


For example, if we have what I might call the x-storied function e , where e 
occurs x times, and which I will designate by u,, from (16) we obtain 


an aCe 
er b Gs a seisset shia Maehinaties a. 


a” 


acd fi up—te&du, f u?—vedu. Au”. 


Where each integration is supposed to be performed by partial integrals, the 
arbitrary constant being put equal to 0, or in other words, that particular inte- 
gral being selected which explicitly contains as a factor the exponential which 


appears under the integral sign in question. 
We might almost indefinitely generalize the above formulae, thus, instead of 


u” in (1) we might suppose ® a function of any number of variables x, y, z...and 
of any number of parameters m,, m,, m,...., and A any operator independent 


of these parameters, and such that 
AD (x,y... My, Mz...) HS (mM, My... .M,....)- D(a, Y.--. my, M,....), 


where as regards the parameters alone / is of a finite degree. Supposing / to 
be of degrees 7, m, etc. in m,, m,, etc. respectively, and taking any arbitrary 
polynomials in m’s such as 6, (m,) = II (m, — a,,,) where degree of polynomial is 
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{(7,, by successive application of the theory of partial fractions as regards 
mM,, M,, etc. to f, we — express it as a summation in the form 


F (tte, Myc is Meee, 











S (4,5 O28 Ses -) ee ene ee — 

ae az @, (™m,) 6, (m,) . os Beal (ay, ,) 6; (as, ») nse (m, se | ee 

whence 
LM (2, Y «.... My, My... ) F(a, my...) O(a, y.-.- My, My...) 

= II0,. a (a, r) Ag g-- ) P(x, y. + « Gigs Mess «> «) 

(m.) Drs 6 (ay, -) O(a.) -.-. 

x . ® oe Yrr++M™, M....) 
(m,— ay, r)(™M,— de, ) « « . D(a, es Cee Mess 8 





=e _-+ Y a nao) 
= T16, m) de 8 ax) (a 3 


1 P(e, y.. +. Mm, Mm... +) 
M,— ay, ,)(M,— Ay, ¢) oleae P (x, y oe 2 6 App, Agge-- a 





7m 


Bernoulli’s Numbers. 
We might notice the application of (7) to Bernoulli’s Numbers; in (7) put 


a=(“ ~) u=e, ®(u)=(1 +4), then m= 1 and 

-)ate 
=> a — as ) on) yeeue. hee 
= ee Bye = ee E)'e ss 
=“SSR yer (ay 2 = Sain (ds (F) ah. 
“Sone fi ECT = DSO peers) 


n+1 8e—1 n+1 


= ene CP) cne= ga vem ge (Ph 
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where mait("P)4(dl)4... +("T?) 
and N,= — 1" + 2*— 38" +....+(— 1). 


We know that Bernoulli’s p number B, = — ae)! multiplied by coefficient 


of «”’~" in (1+ &)~', putting n= 2p — 1, we have therefore 


18. es a ate 


” tai x«=0 


2p—1 


= ag le aege 2 SCD a. 


— 9ep- —1, ( o2p __ 





